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Revision de la Termodinamica

1. Relacion fundamental de un sistema termodinamico

Las siguientes ecuaciones pretenden ser ecuaciones fundamentales de distintos sistemas termodindmicos. Analice cudles de ellas
son fisicamente aceptables (esto es, si son consistentes con los postulados termodindmicos). En los casos en que lo sean, encuentre
U como funcién de S, V' y N. Las cantidades vg, 8, y R son constantes positivas; en los casos de exponentes fraccionarios tomar
solo las raices positivas.

1. §= (3—2)1/3 (NVU)?

’UQQ

_ R%*9 V3
2. 5= vg NU

3. 8= (v§;2)1/5 (VN2U?)

v, 1/2
1 0= (39" e (557)

2. Ecuaciones de estado del gas ideal clasico

Para un gas ideal monoatémico, la entropia estd dada en funcion de sus variables extensivas energia U, volumen V| y nimero
de moles N, por la expresion:

U2y
S(U, V,N) = N (Cte -+ Rln (W))
1. Analizar si es una relacién fundamental fisicamente aceptable. En caso de no serlo, determinar el rango de validez.
2. Determinar las ecuaciones de estado en la representacién entrépica.

3. Encuentre la relacién fundamental en la representacién energética U (S, V, N).

4. Encuentre las tres ecuaciones de estado en la representacion energética.

3. Distribucién de Maxwell-Boltzmann

A partir de la distribucién de Maxwell-Boltzmann dada por
In (F (7)) = —A|#]*+ In B

y la definicién de la energia interna especifica
1
=3 / B F ()2

3 3\ %2
A=— B=|—
4e <47T€>

2. Mostrar que para un gas monoatémico cldsico la funcién de distribucién de Maxwell-Boltzmann es

F(7) m 3/2e m| 7|2
= <xp [ —
v 27TI<;BT # 2HBT

donde kg es la constante de Boltzmann, y T la temperatura del gas.

1. Mostrar que las constantes A y B son
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3. A partir de la funcién de distribucién derivada en el inciso anterior, muestre que la rapidez media de las particulas estd
dada por
SHBT
m™m

QHBT
'Up = T

.por qué se obtienen distintos resultados para < v >y v,?

<v>=

y la rapidez mas probable

4. Mostrar que la funcién de distribucién de médulos de momento, p = muv, esta dada por:

2 1 502 p?
= 4 —— —_——
/) w (27Tm/-eBT> P ( QmKBT)

4. Ecuacién de estado del gas ideal no-relativista y relativista

Alternativamente a la funcién de distribucién de Maxwell-Boltzmann vista en el ejercicio anterior, se puede definir la funcién de
distribucién n(p) = nf(p) para la cual

n=AmMM®

donde n es la densidad numérica del gas. La densidad de energia en términos de la distribucién n(p) estd dada por

oo
u= [ nlo)er)dp
0
donde €(p) = y/p?c® + m2c?* es la energia cinética de una particula, y v = g—; su velocidad.

1. Muestre que la presién térmica de un gas ideal estd dada por

oo

P:§/ n(p)pvdp
0

2. Mostrar que para un gas ideal clasico no relativista la integral anterior se reduce al valor conocido

P =nkpT

3. Muestre que, independientemente del tipo de particulas que componen un gas, la relacién entre la energia interna U y la
presion solo depende del estado cinético de las particulas y vale

si las particulas son no relativistas

U
U= v 3P, silas particulas son relativistas

5. Procesos politrépicos en un gas ideal clasico

Se denomina proceso politrépico a toda trayectoria en el espacio termodindamico en la cual el sistema fisico verifica que el
calor especifico varia de forma definida durante todo el proceso:

_dg
4T

C

donde ¢ es la funcién calor especifico, dq es la cantidad de energia suministrada/extraida del sistema, y dT" es el cambio de
temperatura.
(a) ;Cuél es el valor del calor especifico en un proceso adiabatico? ;Y en un proceso isotérmico?

(b) A partir de la primera ley de la termodindmica, mostrar que la ecuacién de un proceso politrépico estéd dada por

cp—cy

Tpe—ev =cte
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(c) Se define el exponente politrépico como:
cp—C

I =

cy — ¢
A partir de lo obtenido en el inciso anterior, mostrar las siguientes relaciones

dlnP dlnpP T dInT
dlnp 7’ dlnT T -1’ dlnp

6. Mezcla de gases ideales

(a) Calcular el peso molecular medio de un gas ideal compuesto por Hidrégeno ionizado con 10% de Helio una vez ionizado,
es decir ngerr/num = 0.1 ;Cuél es el peso molecular medio si el Helio estd dos veces ionizado?

(b) Una nebulosa planetaria compuesta de Hidrégeno y Helio ambos una vez ionizados, con 10% de Hell, tiene una
temperatura de T, = 10* K y una densidad electrénica ne = 10% cm™3.
e ;Cual es la presién media en la nebulosa?
« Suponiendo que la nebulosa se expande a una velocidad de 20 km s, ; cuél es el flujo de masa al medio interestelar?

e Considerando que la nebulosa tiene un didmetro angular de 1arcmin y estd ubicada a 2kpc del sol, determinar
su edad suponiendo que es igual al tiempo de expansién

7. Mezcla de un gas ideal y radiacién de cuerpo negro

(a) Considerando que la energia y la presién para la radiacién de cuerpo negro a temperatura 7' dentro de un volumen V
estan dadas por:

U=aT*'V P= %aT‘l,

donde a = 40/c es la constante de radiacién, o la constante de Stefan-Boltzmann, y ¢ la rapidez de la luz. Mostrar
que la entropia de la radiaciéon de cuerpo negro estd dada por

S = %aTSV
Sugerencia: Plantear la primera ley de la termodindmica y recordar que S(T', V') es un diferencial exacto.
(b) Si tanto los iones como los electrones que componen el plasma estelar se encuentran no degenerados y son no relati-
vistas, el material puede considerarse una mezcla de un gas ideal cldsico (iones y electrones) y un gas de fotones.
i. Escriba las expresiones para la presién total del gas y para la energia interna total por unidad de masa.

ii. Usando las expresiones obtenidas en el inciso anterior, derive los valores de ¢, y ¢, (calores especificos por unidad
de masa) para la mezcla de gas ideal cldsico y fotones y muestre que

 3kp 8T8
2umuy B

Cy

_ 3kp 32/3-—83— B2
N 2,umH [32

donde ( estd definido como el cociente entre la presién del gas y la presiéon total

Cp

Py

=P +p

Analice el efecto de la radiacién sobre los calores especificos del plasma.
iii. Calcular los exponentes de Chandrasekhar para este sistema y demostrar las ecuaciones de estado:

r
PV = cte, PTT 1 = cte, TV =1 = cte

Trabajo Practico 1 3deb Profesor: Dr. Pablo Cincotta


mailto:psotomayor@iar.unlp.edu.ar

Elementos de Astrofisica Tedrica Segundo cuatrimestre 2022 psotomayor@iar.unlp.edu.ar

8. Descripcion estadistica cuantica de sistemas de particulas

Considere un sistema macroscopico de N particulas en el cual cada particula puede estar en alguno de M niveles de energia
posibles €1, €a, ... los cuales estan degenerados un nimero g; (g; > 1). A cada momento podemos decir que habrd un ntmero
n; de particulas en cada nivel de energia ¢;, los cuales cambiaran constantemente debido a las colisiones y transiciones que
ocurren a nivel microscopico entre las diferentes particulas. Si el sistema esta aislado del exterior y las particulas no se
destruyen, sabemos que debe cumplirse

M M
N = E ni, U= E ni€j
i=1 i=1

En este problema vamos a calcular el nimero N, de formas posibles de obtener una distribucion {ni}i=1,....m con valo-
res genéricos n;. Suponiendo que las cantidades n; son continuas, se calcula el méximo de N, utilizando el método de
multiplicadores de Lagrange («, 8) para incorporar las restricciones dadas por las ecuaciones.

(a) Bajo la suposicién de que cada particula posee la misma probabilidad intrinseca de ocupar cada uno de los estados
microscépicos, demostrar que la distribucién de nimeros de ocupacién {n}i=1.. v mds probable para el caso de
particulas distinguibles estd dada por:

ni = giexp (—a — Be;)

(b) Para el caso de particulas indistinguibles sin restricciones en el nimero de ocupacién de cada estado microscépico (es
decir, bosones)

1
" exp(at Ba) — 1

*

(c) Finalmente, para el caso de particulas indistinguibles cuando no puede haber méds de una en cada estado microscépico
disponible (fermiones)

1
Yexp (a + Be) + 1

*

ny =g

Nota: Es posible demostrar, que cuando N — oo, los valores de n] de la distribucién méas probable recién calculada
coinciden con los valores medios de ocupacién < n; > de dichos estados, cuyos valores determinaran las cantidades medidas
macroscopicamente.

9. (Opcional) Termodindmica de agujeros negros

A medida que un agujero negro engulle el gas circundante, su masa, tamafio, rotacién, y carga eléctrica pueden cambiar.
En el caso de un agujero negro no rotante y descargado se verifica:

K
dM = ——dA
8SrG

donde M es la masa del agujero negro, x = c¢*/4GM es su gravedad superficial en el horizonte de eventos, A es el drea de
la superficie del horizonte de eventos, y G la constante de gravitacién universal.

Esta ecuacién puede ser interpretada como la primera ley de la termodindmica para este tipo de agujeros negros, o como la
ecuacién fundamental en la representacién energética. Para esto, definimos Mc? como la energia interna total del agujero
negro. Por otro lado, adoptando la formula de Bekenstein-Hawking para la entropia de un agujero negro

. k‘BACS
~ 4Gh’

donde h = h/27, la constante de Planck reducida.

(a) Mostrar que a partir de las definiciones anteriores, la temperatura de un agujero negro estd dada por:

oo hd
8rkGM
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(b) Si al agujero negro se le suministra energia en forma de calor dQ) cambiara su masa en c>dM. Mostrar que el calor
especifico es negativo y estd dado por:

o 1 dQ o 87T/€BGM

T MdT ke
esto indica que al ganar energia la temperatura de los agujeros negros decrece. Inversamente, agujeros negros que
pierden energia al radiar, incrementan su temperatura.
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