Elementos de Astrofisica Teorica

Practica 4: Estructuras en equilibrio hidrostatico y enanas blancas

Estructuras en equilibrio hidrostatico:

1. Utilizando la ecuacién de equilibrio hidrostatico y considerando que el gas que compone el sol se comporta
como un gas ideal clasico, estimar los valores para las presiones, densidades y temperaturas tipicas del
interior del sol.

2. Considere una estrella de masa M en la cual la densidad decrece desde el centro a la superficie segtin

P = Pcentral [1 - (;)2] ;

donde r es la distancia al centro de la estrella y R el radio de ésta.

a)
b)
¢)

3. a)

Encuentre m(r) y P(r) y la relacién M(R).
Asumiendo que el gas es un gas ideal clasico, calcule T'(r). Verifique que T'(R) = 0.

Calcule la energia potencial W (R, pcentral). Compare el valor calculado con el obtenido mediante una
estimacién cruda de W.

Resolver la ecuacién de Lane-Emden

1d [ ,do 0
gzdg(f ds)*e =0

paran = 0 y n = 1 bajo las condiciones de contorno #(0) = 1y ng\o = 0 (justificar esta tltima

condicién). La densidad p, el radio r y la presién P estédn vinculados a 8 y £ por: r = a&, p =
N, P = Kp't1/" donde \ y K son constantes y

o2 = K+ pa-tem
drG

Hallar, si es posible, la expresién de p(r) en cada caso. La politropa de indice n = 0, jqué representa?
Demostrar que 0(¢) = (14 ¢2/3)~1/2 es solucién de una ecuacién de Lane-Emden. ;De qué valor de
n?

Mostrar que si el cociente entre la presion total y la presién de la radiaciéon permanece constante en
toda la estructura, i.e. §:= Pyas/P = cte, Vr, entonces la estructura corresponde a una politropa de
indice n = 3.

Mostrar que para una politropa de indice n, el radio, la masa, la presién central y la energia potencial
son:

3/2
M= —in [(” + Uﬂ Ao {g2d9] :
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donde &; es la menor rafz de 6(§) = 0 y corresponde al radio de la politropa.



5.

10.

b) Utilizando el resultado anterior, calcular los valores de p@, PP, T y W utilizando los valores
medidos de Mg y Rg. Comparar con los obtenidos en el punto 1.

El teorema del Virial para un gas ideal clasico y monoatémico enuncia que la energia total de un sistema
ligado (Etot = Finterna + Fgravitatoria) gravitatoriamente cumple

Eiot = —FEinterna = gravitatoria/Q'

Mostrar que esto implica que la mitad de la energia liberada por una contraccién del sistema es utilizada
para aumentar la temperatura interna. De manera que un gas ideal autogravitante se calienta al contraerse,
lo que suele describirse diciendo que estos sistemas poseen un calor especifico negativo (frente a procesos
realizados en equilibrio hidrostdtico).

Propiedades Mecanicas y Térmicas de las Enanas Blancas

Validez de la hipétesis de gas de electrones completamente degenerado (“T=0")

a) Utilizando que las enanas blancas poseen masas tipicas entre 0,5 Mg y 1 Mg vy radios similares al
terrestre, calcule la densidad numérica de electrones (n.) tipica en estos objetos. Considere carga
total nula y composicién quimica de carbono puro (Z=6).

b) Con el valor de n. obtenido en el punto anterior, asumiendo 7' = 0 y despreciando efectos relativistas,
calcule la energia de Fermi er del gas de electrones.

¢) Calcule la temperatura caracteristica asociada a er y demuestre que el gas de electrones de una
enana blanca (cuyas temperaturas son T < 107K) puede considerarse “frio” (i.e. completamente
degenerado) en muy buena aproximacion.

Ecuaciones de estado del gas de electrones completamente degenerado

Hallar la densidad numérica de particulas para un gas de fermiones a T' = 0 (totalmente degenerado), y
la presién y la densidad de energia en los limites no-relativista y ultra-relativista.

Caracteristicas mecanicas de una enana blanca

Describiendo al gas de electrones en una enana blanca como un gas completamente degenerado y no
relativista y al gas de iones como un gas ideal cldsico (a T ~ 107K), calcule la contribucién de ambas
componentes del plasma estelar a la presion total. ; Qué particulas proporcionan la presién que mantiene
a la enana blanca en equilibrio hidrostatico?

Nota: Utilice el valor de n. estimado en el punto anterior y que en el caso de carbono puro niones = e /6.

Caracteristicas térmicas de una enana blanca

Describiendo al gas de electrones en una enana blanca como un gas completamente degenerado y no
relativista y al gas de iones como un gas ideal clasico, compare el calor entregado por el gas de iones y
por el gas de electrones al disminuir la temperatura del plasma (recuerde que el calor especifico de un
gas completamente degenerado cumple 1%2 ~ %) ;Qué particulas liberan la mayor parte del calor al
enfriarse una enana blanca?

Caracteristicas mecénicas de una enana blanca II. Dependencia M(R)

a) Utilizando que la presién en una enana blanca es ejercida principalmente por los electrones degene-
rados (Ej. 8), y notando que la ecuacién de equilibrio hidrostatico nos permite estimar que



P

~ 4rRA

donde P es una presiéon “media” del plasma en toda la enana blanca, calcule la dependencia M (R)
para el caso de

R
Electrones no relativistas: P, = (%) 2}67” n5/3. ;Qué enanas blancas serdn de mayor tamafio?

1/3 .
Electrones ultra-relativistas: P, = (2 hepd/3_; Qué ocurre en este caso?, ;Qué significa esto? (ver
™ 8 ’

préximo punto)

. Atz .. .. .
b) Analizanzo el caso “general” P, = Kp~3 (a = 0 ultrarelativista, x = 1 no relativista ) y considerando
pequenas perturbaciones de los valores medios de equilibrio, muestre que frente a una contraccién
(0R < 0), la presién necesaria para mantener a la estructura en equilibrio hidrostético crece como

5P _ ,OR
P R

mientras que la presion ejercida por los electrones aumenta segiin

3P, OR
p - UroR

En vistas del resultado anterior analice si es posible tener una estructura estable con z < 0.
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