Elementos de Astrofisica Teorica

Practica 1: Mecanica Estadistica y Termodinamica

1. Considere un sistema macroscépico de N particulas en el cual cada particula puede estar en alguno de M
niveles de energia posibles €1, €3, ... los cuales estan degenerados un nimero g; (¢; > 1). A cada momento
podemos decir que habrd un numero n; de particulas en cada nivel de energia ¢;, los cuales cambiaran
constantemente debido a las colisiones y transiciones que ocurren a nivel microscépico entre las diferentes
particulas. Si el sistema esta aislado del exterior y las particulas no se destruyen, sabemos que debe
cumplirse

M M
N:Zni, U:Zniei. (1)
i=1 i=1

Bajo la suposicién de que cada particula posee la misma probabilidad intrinseca de ocupar cada uno de los
estados microscdpicos, demostrar que la distribucién de nimeros de ocupacién {n;*};=1,... » mds probable
esta dada por:

a) n;* = gie_o‘_ﬁei, (2)

para el caso de particulas distinguibles.

* P . ——
b) n* =g catBe _ 1’ (3)
para particulas indistinguibles sin restricciones en el niimero de ocupaciéon de cada estado microscépico
(bosones).

1
teatfBe +1’

) ni"=g (4)
para particulas indistinguibles si no puede haber mas de una en cada estado microscopico disponible

(fermiones).

Sugerencia: Calcular el nimero N, de formas posibles de obtener una distribucién {ni}i=1,....m con valores
genéricos n;, asumir que las cantidades n; son continuas y calcular el méximo de N, utilizando el método
de multiplicadores de Lagrange («, /3) para incorporar las restricciones dadas por las ecuaciones 1.

Nota: Es posible demostrar, que cuando N — oo, los valores de n;* de la distribucién més probable
recién calculada coinciden con los valores medios de ocupacién < n; > de dichos estados, cuyos valores
determinaran las cantidades medidas macroscépicamente.

2. Muestre que el numero de degeneracién de los estados cudnticos de las particulas de un gas ideal esta
dado por g(p)dp = (f/h3)4np?dp, donde f es el nimero de estados de espin de la particula.

Sugerencia: Contar el nimero de estados por unidad de volumen de una particula en una caja de lados
a, b, ¢ (abc =V), teniendo en cuenta que los niveles de energfa posibles estén dados por

1
E—= —(p2 2 2
%%m+m+m% (5)

donde



Pz = ;nz,py = Tnya Pz = 7”27 (6)

Y Ng, Ny ¥ N, son nlimeros cudnticos.

3. Utilizando los puntos anteriores y que para gases ideales monoatdémicos genéricos (independientemente de
si son particulas clésicas, bosones o fermiones), las cantidades termodindmicas n (densidad de particulas
por unidad de volumen), u (energia por unidad de volumen) son:

n = /OOO n(p)dp,

u=U)V = /Ooon(p)e(p)dn

demostrar que la P (presién) pueden obtenerse como:

P=g / n(p)pvdp
0

Aqui, la velocidad y la energia de cada estado de particula libre estan dadas por las expresiones usuales
v=20¢/0py e(p) = \/p2c? +m2c* — mc2.

4. Muestre que, independientemente del tipo de particulas que componen un gas, la relacion entre la energia
interna U ! y la presién solo depende del estado cinético de las particulas y vale:

3
u=U/V = QP’ si las particulas son no relativistas, pc < m c?

u=U/V = 3P, silas particulas son ultrarelativistas, pc > mc2.

5. Mostrar que para un gas clasico ideal se cumple la ecuacién de estado P = nkT.

6. A partir de la primera ley de la termodindmica y considerando N constante, mostrar que la energia interna
puede escribirse como

T
U(T) = /0 oy (T')dT, (7)

donde cy = Tg—?|v.

7. Si tanto los iones como los electrones que componen el plasma estelar se encuentran no-degenerados y son
no relativistas, el material puede considerarse una mezcla de un gas ideal cldsico (iones + electrones) y
un gas de fotones.

(a) Escriba las expresiones para la presién total del gas y para la energfa interna total por unidad de
masa

1En realidad nos referimos a la parte de la energfa interna del gas asociada a los grados de libertad traslacionales de las particulas
del gas, que en un gas monoatémico son los inicos grados de libertad posibles. Si el gas es poliatémico (moléculas), estas relaciones
no son validas.



(b) Usando estas expresiones, derive los valores de ¢, y ¢, (calores especificos por unidad de masa) para
la mezcla de gas ideal clasico y fotones y muestre que

3R8—17

v = 5 ®)
3R32/3 — 86 — 2

cp = 2#/52 (9)

donde § estd definido como el cociente entre la contribucién del gas de particulas materiales (iones
y electrones) y la presién total del gas;

B = Pgas/(Pgas + Pradiacion)'
Analice el efecto de la radiacién sobre los calores especificos del plasma.

8. Probar que en un proceso adiabdtico (dQ= 0) realizado por un gas ideal:

PVY = cte,
TP = cte, (10)
TV L= cte

donde v = (3a + 2)/3a y a = 2¢,/3Nk.
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