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Capitulo 1
Lenguaje

El lenguaje es una herramienta esencial tanto para el desarrollo de la ciencia como
para las demads actividades culturales. Tanto es asi que toda una escuela de filosofia,
encabezada por Wittgenstein [143], considera que el tinico objeto de la filosofia es
el andlisis del lenguaje, en particular del lenguaje natural. Asi pues, una breve
discusion del lenguaje es indispensable en un curso de filosofia.

Comenzaremos por una discusiéon informal de los lenguajes naturales y luego
introduciremos brevemente las herramientas formales para el andlisis del lenguaje.

1.1 Lenguaje natural

Comenzaremos analizando el lenguaje natural: lenguas tales como el castellano o
el inglés, que se pueden utilizar para el desarrollo o el anilisis de la ciencia. Estos
lenguajes son sumamente poderosos: de hecho, una gran parte de la ciencia, de
la matemética a la quimica, se hace utilizindolos en forma auxiliar (como meta-
lenguajes) y otra gran parte de la ciencia los utiliza casi exclusivamente, aunque
amplidandolos con un rico vocabulario especializado. Sin embargo, aqui argumen-
taremos que el lenguaje natural no es el mas apropiado para desarrollar la ciencia,
cuyas teorias exigen exactitud, ni tampoco una filosofia exacta de la ciencia.

1.1.1 Bases fisiologicas

El hombre tiene en la corteza cerebral del hemisferio izquierdo varias estructuras
especializadas en el andlisis del lenguaje [104, 63]: el drea de Broca (encima y al
comienzo de la cisura de Silvio) y el drea de Wernicke (debajo y hacia el final de la
cisura de Silvio) y que estdn conectadas entre si por el fasciculo arcuato. (Fig. 1.1.1).
También la circunvolucidn angular (al final de la cisura de Silvio) estd relacionada
con las funciones lingiiisticas del cerebro. Lesiones en estas areas producen afastas:
dificultades para la formacién o compresnsién del lenguaje. En menor medida, el
hemisferio derecho también participa en el procesamiento lingiiistico.

Al parecer, estas estructuras estan organizadas en forma de mddulos funcionales
auténomos, interconectados de manera compleja (e.g. [65]). Cada médulo se activa
con un tipo particular de estimulo y realiza un tnico tipo de tarea. Cada médulo
funcional corresponde a una estructura neurolégica dada en la corteza cerebral,
de modo que existe un isomorfismo entre una parte de la corteza cerebral y la
organizacién funcional lingiiistica de la mente.

El lenguaje natural tiene varios tipos de estructura que deben tenerse en cuanta
para su andlisis:



Figura 1.1: Esquema del cerebro izquierdo. B: Area de Broca; W: Area de Wer-
nicke; A: Circunvolucién angular; FA: fasciculo arcuato.

SintActica: El lenguaje natural tiene una estructura formal que describe la correc-
ta combinacién de sus elementos. Por ejemplo, la conjugacién del verbo amar
o la construccién de una oracién simple se hacen, en castellano, con cieras re-
glas gramaticales que dicen cudl es su forma correcta. Esta estructura formal
se llama la sintazis del lenguaje. Por lo general, la sintaxis se adquiere en la
infancia, principalmente a través del ejemplo. El drea de Broca esta conectada
con el andlisis sintactico del lenguaje, pues las lesiones de la misma provocan
dificultades en la construccion de estructuras lingiiisticas, aunque no en la
comprension del lenguaje.

Semadntica: La sintaxis sélo describe la forma correcta del lenguaje. El significado
de la misma se analiza con la semdntica, que establece la conexién entre las
formas ligiiisticas y un conjunto de objetos. La unidad semdantica basica,
en el lenguaje natural, es la palabra, cuyo significado se establece con un
diccronario. Al parecer, alguna forma de diccionario bésico se establece en el
cerebro desde la infancia coun el sencillo mecanismo de la ostension: mostrar
un objeto (por ejemplo, con el dedo) y pronunciar su nombre. El significado
de una oracién o de estructuras mas complejas del lenguaje, se establece no
solo combinando los significados de las palabras individuales sino por reglas
contextuales, mas oscuras, que involucran todo el discurso. Advirtamos que
no todas las palabras tienen significado: las palabras sincategoremdticas tales
como las conjunciones, carecen de significado propio.

El andlisis semdntico en el cerebro se realiza, al parecer, en el area de Wernicke,
pues las lesiones originan afasias donde se pierde la capacidad de comprender
el texto, pero no la de su construccion correcta.

Pragmatica: Finalmente, el lenguaje es capaz de originar reacciones emocionales
o fisicas en una persona. El hemisferio derecho del cerebro juega un papel
importante en estos procesos. La pragmatica estudia esta conexioén entre el



lenguaje y el oyente individual. El despertar emociones a través del lenguaje
es caracteristico de la poesia; como en este Rubai de Omar Khayyam [83]:

Ldmparas que se apagan,

esperanzas que se encienden, la Aurora.
Lamparas que se encienden,

esperanzas que se apagan, la Noche.

dounde el poeta ha jugado con el significado de las palabras para transmitir
desesperanza. También se puede utilizar la estructura fonética del lenguaje
para despertar emociones:

Muisica porque si, misica vana
como la vana musica del grillo,

mi corazén egldgico y sencillo

se ha despertado grillo esta manana

También la propaganda politica:
Los argentinos somos derechos y humanos

es una excelente muestra de desvergiienza politica y aprovechamiento eficiente
de la pragmatica castellana.

1.1.2 Lengua y habla

Hasta el momento, hemos discutido brevemente el lenguaje desde el punto de vista
del individuo. Pero el lenguaje es una poderosa herramienta de comunicacién en
una sociedad: con él se transmiten inquietudes, ideas, érdenes y emociones. De
Euclides a Einstein, de Shakespeare a Neruda, de Pericles a Menem, todos han
utilizado el lenguaje natural como instrumento de comunicacion.

Asi, es necesario establecer una distincién importante entre lengua y habla (lan-
gue et parole) [46]. Esta ltima palabra designa al uso individual del lenguaje,
mientras que la primera designa una entidad abstracta: lo que tienen en comin
las hablas individuales. Los libros de gramética y los diccionarios se ocupan de la
lengua mientras que las grabaciones de Catita o Neruda del habla. La pragméti-
ca de un lenguaje estudia aspectos generales del habla, mientras que su sintaxis y
semantica se refieren principalmente a la lengua.

Para el desarrollo de una filosofia de la ciencia, importa el lenguaje como instru-
mento de comunicacién de ideas entre los miembros de una sociedad. Necesitamos,
pues, estudiar la lengua y no el habla ya que sélo a través de la primera es posible
la transmision de ideas.

1.2 Lenguaje y metalenguaje

Antes de comenzar el andlisis del lenguaje en general, comencemos introduciendo
una nocion muy importante: la de metalenguaje. En efecto: el analisis de un
lenguaje £ debe hacerse introduciendo otro lenguaje L', llamado el metalenguaje

de L.

1.2.1 La paradoja de Grelling

La necesidad de introducir un metalenguaje puede mostrarse construyendo una
paradoja al analizar el castellano dentro del castellano mismo [114].



e Los adjetivos castellanos pueden clasificarse en dos grandes grupos: aquellos
cuyo significado se aplica al propio adjetivo (lamados adjetivos autoldgicos)
y aquellos cuyo significado no se aplica al mismo adjetivo (llamados adjetivos
heteroldguicos).

Por ejemplo, “castellano” y “polisilabo” son adjetivos autolégicos mientras
que “mnglés” y “monosilabo” son heteroldgicos.

Ejercicio 1.1.
Clasificar los siguientes adjetivos como autolégicos o heterolégicos.

corto largo
rojo negro
calificativo  demostrativo

Consideremos ahora el adjetivo “heterologico”. Si “heterologico” fuera hete-
rolégico, su significado no se aplicaria a si mismo y por lo tanto seria autologico
(ya que lo contrario de heterolégico es autolégico). En cambio, si “heteroldgi-
co” fuera autoldgico su significado se aplicaria a si mismo y seria heterolégico.
De cualquier manera, hemos construido una contradiccion logica.

En la demostracién anterior hemos distinguido cuidadosamente entre uso y men-
cton de un simbolo: usamos la palabra heterolégico en el texto como adjetivo y la
menctonamos escribiéndola entre comillas “heteroldgico”. La distincién entre uso y
mencién de un simbolo es indispensable para evitar falacias como la que hay en el
siguiente “razonamiento”:

Ejemplo 1.1.

Ningin gato tiene ocho colas
Todo gato tiene una cola mas que ningin gato

Todo gato tiene nueve colas

Ejercicio 1.2.
Analizar el “razonamiento” anterior.

Volvamos a la paradoja de Grelling. Con la introducciéon del metalenguaje, la
paradoja desaparece. Repitamos el razonamiento anterior, pero ahora usaremos la
convencion siguiente: los simbolos mencionados pertenecen al lenguaje objeto: el
que se analiza, mientras que el resto del texto pertenece al metalenguaje. Aho-
ra, el razonamiento que llevé a una contradiccién no es mas valido: el adjetivo
mencionado pertenece al lenguaje, el usado al metalenguaje y la locucién adjetivo
cuyo significado no se aplica al mismo adjetivo no tiene sentido: se menciona en el
lenguaje y se usa en el metalenguaje.

1.2.2 Paradoja del mentiroso (o de Epiménides)

Paradojas similares a la de Grelling aparecen cuando se intenta analizar la nocién
de verdad en el lenguaje objeto [114].

e Esta paradoja clisica (mencionada por San Pablo; Tito: 1, 12) ha originado
volimenes de interpretacion.

Consideremos la afirmacién:

Esta oracién es falsa (1.1)

La oracién (1.1) afirma su propia falsedad y por lo tanto conduce a una con-
tradiccion.

ot



Ejercicio 1.3.
Mostrar explicitamente la paradoja generada por la oracién (1.1).

Pero la formulacién (1.1) es ambigua, porque el adjetivo demostrativo “esta”
lo es. Se puede hallar una formulacién de la paradoja sin ambigiiedades si lo
reemplazamos por una cita de la misma oracién entre comillas. Con un poco
de cuidado se llega a la formulacién:

“Es falsa si se aplica a si misma” (12)

Es falsa si se aplica a si misma

Esta oracién es indudablemente falsa si es verdadera y verdadera si es falsa

Nuevamente, la introduccién del metalenguaje permite resolver la paradoja. Pe-
ro ahora debemos distinguir varias clases de verdad. En primer lugar, tenemos
la verdad a nivel del lenguaje objeto, que podemos indicar, por ejemplo, con un
subindice cero: “verdaderoy”. Ademas tenemos la nocién de verdad en el meta-
lenguaje, que indicaremos con un subindice uno: “verdadero;”. Si utilizamos la
convenciéon de mencionar el lenguaje objeto y usar en el metalenguaje, la ecuacién
(1.2) se escribe:

“Es falsag si se aplica a si misma” (13)

Es falsa; si se aplica a si misma

y esta ecuacion ya no es paraddjica: es falsa;.

1.2.3 La jerarquia de lenguajes

En algunos problemas es necesario analizar el metalenguaje y, por supuesto, eso se
hace en el meta-metalenguaje para evitar paradojas andlogas a las anteriores. Basta
un momento de reflexién para ver que existe una jerarquia infinita de lenguajes £,,,
encabezada por el lenguaje objeto Ly. Dentro de cada £,,59 puede introducirse la
nocién de verdad para L£,_; y, en general, llevar a cabo el andlisis semantico del
mismo.

Histéricamente, la nocién de metalenguaje fue introducida por Hilbert y su
escuela, quienes le impusieron severas restricciones con el fin de analizar la logica y
la matematica. Como uno de los objetos de este curso es examinar teorias factuales
(que se refieren al mundo real) no introduciremos tales restricciones. Tanto nuestro
lenguaje objeto como sus metalenguajes serdn muy ricos, tanto como fuere necesario
para analizar el mundo real.

1.3 Estructuras logicas del lenguaje natural

El lenguaje natural tiene una rica variedad de estructuras que facilitan la comuni-
caciéon. Examinemos, en esta seccidén, algunas de las mds importantes entre ellas.
Utilizaremos el castellano como metalenguaje, teniendo cuidado en disitnguir en-
tre uso y mencién de un simbolo. La descripcién que sigue refleja, principalmente,
las estructuras de lenguas romances, evolucionadas a partir del latin: castellano,
portugués, francés, inglés ...

1.3.1 Concatenaciéon

Tal vez al caracteristica mds importante sea la de poder construir larguisimas es-
tructuras a partir de unos pocos elementos basicos. Consideremos, por ejemplo,



el castellano escrito: cualquier texto castellano, desde el resumen periodistico de
un crimen hasta el “Quijote”, estd basado sobre combinaciones de menos de cien
simbolos: las letras maytisculas y mintsculas (unas ochenta si se incluyen las vocales
acentuadas y cremadas como letras distintas) y una veintena de signos de puntua-
cién. Algo parecido ocurre con el lenguaje hablado: la composiciéon de un centenar
de fonemas (incluyendo, por ejemplo, los “silencios singnificativos™) es capaz de
expresar desde un discurso de Menem hasta la poesia de “Bodas de Sangre”.

Esta prodigiosa capacidad de expresion se debe a un nimero pequeno de es-
tructuras basicas. La principal de ellas es la capacidad de concatenar los elementos
basicos del lenguaje para formar estructuras mas complejas. Por ejemplo, la sencilla
oracion:

“El gato comié un ratén” (1.4)

se obtiene concatenado las letras {*E’|'T'|* ’|‘g’| ... } en un orden determinado.
La concatenacién tiene ciertas propiedades sencillas, que le otorgan, como vere-

mos, una estructura matematica. En primer lugar, observemos que el orden en que
se concatenan los elementos es importante: muchas claves criptogréaficas sencillas
permutan el orden de las letras de un mensaje para hacerlo incomprensible!. Por
otra parte, la forma en que se asocien los elementos es irrelevante: la oracién (1.4)
puede construirse concatenado

“El gato” y “comié un ratén”
o también:
“El gato comi6” y “un ratén”

En ambos casos, la oracién resultante es (1.4).

En cambio, no existe en general una manera de volver atrds con lo dicho en el
lenguaje, como lo han aprendido, dolorosamente, muchos politicos: no hay manera
de borrar una frase desdichada. La operaciéon de concatenacién no tiene, por lo
general, una operacién inversa®.

1.3.2 Gramatica

La concatencacion de estos elementos no es arbitraria: la forma en que la concate-
nacion es posible depende de un conjunto de reglas gramaticales, caracteristicas de
cada lenguaje. Este conjunto de reglas definen la sintazis de cada lenguaje.

Asi, por ejemplo, en castellano existen reglas de distinto tipo que definen su
sintaxis. Algunos ejemplo sencillos de estas reglas son:

Ortograficas: Delante de b o p se escribe m.
Se escriben con acento ortogrifico las palabras agudas terminadas en vocal, n
0 s.

Morfolégicas: El plural de una palabra terminada en vocal se forma anadiendo
una s a la forma singular.
El vmperativo de un verbo en singular se obtiene suprimiendo la v del infinitivo.

“Sintacticas”: Cuando el verbo se refiere a un inico sujeto, concuerda con él en
numero y persona. Se usa el modo subjuntivo cuando el verbo expresa una
accion dudosa, posible, necesaria o deseada.

1El “vesre” portefio, que altera el orden de los fonemas, fue originalmente, una clave criptica
oral entre los presos de las carceles de Buenos Aires.
5 . . . . .
Esto vale también para el lenguaje escrito: a veces es posoble borrar y corregir (como el escritor
que trabaja lentamente en su casa) pero si usted envié una carta insultante y se arrepiente ...



N,
AT TN

Ar St \') Ar St

El gato comié un ratén

.
Figura 1.2: Arbol sintdctico en castellano. Las estructuras sinticticas se expresan
en una notacién abreviada: s, sustantivo; etc

Las reglas gramaticales del castellano se originaron en un complejo proceso evo-
lutivo, que duré alrededor de mil anos. No es extraiio, pues, que su formulacién sea
imprecisa y llena de excepciones. En la seccion 1.5 discutiremos con mds precision
lenguajes libres de estas ambigiiedades.

1.3.3 Arboles y analisis sintactico

Las orqaciones en castellano (y en las demds lenguas indoeuropeas) son las estruc-
turas complejas sobre las que se basa el discurso. Cada texto castellano puede ser
considerado una tnica oracién compleja, formada por yuxtaposicidén, coordinacién
y subordinacién de oraciones mas simples.

La estructura de una oracién dada se analiza separdndola en estructuras sintdcti-
cas méas sencillas. Por ejemplo, la oracién (1.4) puede analizarse de la siguiente
manera:

sujeto predicado (1.5)
El gato comid un raton (1.6)

A su vez, el sujeto puede analizarse en elementos sintdcticos mads simples:

articulo sustantivo (1.7)
~~ o~
El gato (1.8)

Este procedimiento puede generalizarse: cada estructura puede analizarse en
otras mds pequenas y éstas, a su vez, en estructuras mas sencillas, hasta llegar a
las m4s simples de todas: letras (en el lenguaje escrito) o fonemas (en el oral). El
anglisis puede representarse en la forma de un drbol, tal como el grafico de la figura
1.2, donde el andlisis (muy simplificado) se detiene al nivel de palabras.

La estructura de arbol es tan importante y aparece en tantos problemas de
ciencia y filosofia que vale la pena dar una definiciéon formal de la misma.

Definicién 1.1 (Arbol).

Un conjunto T' de elementos (llamados nudos) es un arbol si
1. Existe un nodo particular, lamado la raéz del 4rbol y designado como raiz(T).

2. Los demds nodos estan subdivididos en m > 0 subconjuntos T3,... .T, y
cada uno de ellos es un arbol. Los arboles T; se llaman los subdrboles de T'.



Esta es una elegante definicion recursiva: el ente definido entra en la definicién,
pero teniendo cuidado de no formar un circulo vicioso. La primera condicién ga-
rantiza que sabemos lo que es un arbol en un caso particular: cuando esta formado
por un tunico nodo. En el segundo paso, completamos la defincién aclarando que el
resto de los nodos estan distribuidos también en forma de drboles. Es facil ver que
el andlisis gramatical de la figura 1.2 satisface esta definicion.

Del mismo modo, definiremos recursivamente la igualdad de dos arboles:

Definicién 1.2 (Igualdad de arboles).
Dos drboles T' 'y T' son iguales si:

1. Sus raices son iguales:

raizT = raiz T’

2. Todos sus subérboles son iguales:

T, =T/

(3
para todo i.

Las aplicaciones de los drboles son innumerables y veremos muchas de ellas mas
adelante.

Ejemplo 1.2 (Expresiones algebraicas).
Una aplicacién importante es la elucidacion de las reglas de prioridad para la eva-
luacién de expresiones algebraicas:

1. Evalie primero las operaciones indicadas entre paréntesis.

2. Dentro de cada paréntesis, efectiie primero las multiplicaciones y divisiones y
luego las sumas y restas.

La figura 1.3 muestra la estructura de la expresién:
a+b(c /d—e f)

en forma de arbol. La evaluacion se hace desde las hojas hacia la raiz.

1.3.4 Elementos semanticos

Un lenguaje natural posee la capacidad de describir o analizar el mundo real o
mundos imaginarios y de comunicar estas descripciones. Se logra esto a través de
un complejo sistema semdntico, que asigna nombres a determinados objetos y les
atribuye propiedades o acciones. Las lenguas indoeuropeas tienen estructuras es-
pecializadas para esas tareas, conocidas como las partes de la oracidn. Son estas
estructuras las portadoras del cardcter 1ogico del lenguaje: su capacidad para ex-
presar afirnaciones acerca de la realidad. Examinemos brevemente el papel l6gico
de estas esctructuras lingiiisticas.

Sustantivos: Estas palabras asignan nombres a determinados objetos. Los sus-
tantivos comunes como “perro” o “ntiimero” designan a una clase de objetos
determinada, mientras que los sustantivos propios, como “Batuque” o w de-
signan a un individuo determinado de esa clase.

Adjetivos: Atribuyen determinadas propiedades a un sustantivo: “perro salchi-
cha” o “nimero irracional”. Las reglas gramaticales de las lenguas indoeuro-
peas permiten utilizar estas frases sustantivas reemplazando al sustantivo.



Figura 1.3: Arbol de una expresion algebraica. Los nodos indican el operador
algebraico y las hojas las variables y constantes de la expresion.

Verbos: Establecen una conexién entre un sustantivo y un adjetivo (verbos co-
pulativos) o entre dos sustantivos (verbos activos). La oracién “El perro
estd gordo” atribuye la propiedad de gordura a ese perro determinado, mien-
tras que el ejemplo (1.4) establece la relacién de predador-presa entre ese gato
y algin raton.

Articulos: Los articulos senalan (o seleccionan) a un objeto entre un conjunto de
ellos. El articulo determinado “el” selecciona un objeto dado de un conjuto
de objetos (por ejemplo “El primer presidente argentino” denota a una tini-
ca persona: Rivadavia) mientras que el articulo indeterminado “un” designa
a algiin objeto impreciso de un conjuto de objetos (por ejemplo “Un presi-
dente honesto” designa a alguna persona que haya ocupado el cargo, tal vez
inexistente).

Conjunciones, etc: Las conjunciones y otras particulas del lenguaje permiten for-
mar oraciones complejas a partir de elementos simples. Un ejemplo sencillo
es: “El gato comi6 un ratén y después durmié la siesta”, donde la conjuncién
y y el adverbio después establecen una relacién logica y semantica entre las
dos oraciones.

1.3.5 Estructura semantica de la oracion

Examinemos muy brevemente la estructura semdntica de la oracion castellana sim-

ple [49].

Declarativas: Estas oraciones (también llamadas enunciativas o aseverativas) enun-
cian afirmaciones o negaciones: enunciados a los que puede atribuirse un valor
de verdad. Como veremos, son las oraciones légicamente significativas y a ellas
debe recurrirse para analizar la estructura légica de la realidad.

Ejemplo 1.3.
Oraciones declarativas tipicas en ciencia:

e “Los quarks tienen carga fraccionaria”.
e “El hierro tiene valencia 2 6 3”.

e “La reproduccién sexual es caracteristica de los eucariotas”.
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Interrogativas: Estas oraciones enuncian un problema: una duda o declaracién
de ignorancia, cuya respuesta debe ser alguna oracién declarativa.

Ejemplo 1.4.
Oraciones interrogativas en ciencia:

[

o “;Cudl es la clase mas general de ecuaciones diferenciales integrables?”.

e “;Qué mecanismo produce la superconductividad de alta temperatura?”.

e “;Cudl es el mecanismo fisiologico detrds de la memoria?”.
Exhortativas: Estas oraciones expresan reglas de conducta y son, por lo tanto, im-
portantes en ética. Los problemas puden, a veces, expresarse como oraciones
exhortativas:

Ejemplo 1.5.
e “Clasifique todos los grupos finitos”.

e “Halle un proceso capaz de bloquear la proliferacién celular en el cdncer
de cérvix”.

Estas oraciones, sin embargo, se formulan mejor en ciencia como interrogacio-
nes.

Otras oraciones: Las oraciones de posibilidad, dubitativas y desiderativas son
grandes generadoras de contextos indirectos que, como veremos, pueden alte-
rar los valores de verdad de un enunciado. Su naturaleza es, pues, esencial-
mente pragmética, asi como las oraciones exclamativas.

1.4 Dificultades del lenguaje natural

La lengua esta sujeta a un proceso evolutivo, cuyo mecanismo es complejo pero
indudable: el castellano de Cervantes o el inglés de Shakespeare son distintos de las
respectivas lenguas modernas. La generalizacién de la lectura ha retardado pero no
ha detenido este proceso evolutivo. No es de extranar, pues, que el lenguaje natural
tenga muchas estructuras irracionales, muchas excepciones a las reglas y una gran
carga de ambigiiedad que lo hacen inconveniente para el desarrollo de una filosofia
exacta. De eso nos ocuparemos en lo que sigue.

El lenguaje natural tiene muchos inconvenientes muy serios como instrumento
de comunicacién: es ambiguo, impreciso y oblicuo.

Ambigiiedad: Una oracién en un lenguaje cualquiera es ambigua si admite dos
anglisis gramaticales con drboles diferentes. En los lenguajes naturales, distin-
tos roles gramaticales de una misma palabra puede dar origen a ambigiiedades.

Ejemplo 1.6.
Un ejemplo sencillo en castellano es

“Beba vino” (1.9)

Esta oracién puede tener (al menos) dos analisis gramaticales diferentes, mos-
trados en la figura 1.4. En la subfigura 1.4(a) se analiza (1.9) en una forma
imperativa, tal como en la oracién:

“Beba vino: la bebida de los pueblos fuertes”.
mientras que en la subfigura 1.4(b) se analiza como una oracién declarativa:

“Mi prima Beba vino a visitarnos”.
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NN

Ind

Beba vino Beba vino

(a) Imperativa (b) Declarativa

Figura 1.4: Dos arboles sintdcticos diferentes para la misma oraciéon

Ejemplo 1.7.
Un ejemplo clasico, en inglés, es el siguiente:

“The lady scientist made the robot fast while she ate” (1.10)

La palabra fast es un verbo en infinitivo (ayunar) o un adverbio (rdpido).

Ejercicio 1.4.
Dibujar los drboles sintacticos del ejemplo anterior.

Imprecisién: El lenguaje natural permite construir oraciones sintacticamente co-
rrectas pero carentes de significado, tal como La nada nadea (Heidegger).
Llamaremos imprecision a estas ambigiiedades de cardcter semantico.

Ejemplo 1.8.
El castellano puede originar imprecisiones gracias a su capacidad de usar el
sujeto tacito:

“;Siganme, *! No los voy a defraudar” (1.11)

El asterisco marca un lugar que puede llenarse de distinta manera; por ejem-
plo: “qubilados” o “noquis”, ambos con distinto significado.

Un problema mucho mas complejo y dificil de resolver lo proporciona la si-
guiente oracién:

Ejemplo 1.9.

“El actual rey de Francia es calvo” (1.12)

La oracién anterior es aseverativa: Afirma una caracteristica del “actual rey
de Francia” y por lo tanto debe ser verdadera o falsa. Y sin embargo, jFrancia
actualmente no tiene reyes! ;jQué significa entonces esa aseveraciéon? jTiene
sentido afirmar la calvicie de un ser inexistente? El lenguaje natural no puede
resolver limpiamente ese problema, que ha hecho correr rios de tinta desde
que lo enuncié Bertrand Russell.

Oblicuidad: Una dificultad aiin mds grave del lenguaje natural es la existencia de

contextos indirectos u oblicuos, que no respetan la verdad o falsedad de una
afirmaciéon. Un ejemplo es el siguiente:
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Ejemplo 1.10.
En todos los paises civilizados, quien gana mas dinero paga mds impuestos.
Asi, pues, tenemos la equivalencia:

“ganar mucho dinero” < “pagar muchos impuestos” (1.13)

en el sentido de que ambas aseveraciones son verdaderas o falsas a la vez. Sin
embargo:

“Me gusta ganar mucho dinero” ¢ “Me gusta pagar muchos impuestos”

(1.14)

(excepto, por supuesto, en el caso de grandes masoquistas).

Al introducir frases légicamente equivalentes en contextos indirectos (encabe-
zados por “quiero”, “me gusta”, “parece que”, etc.) cambia el significado y se
pierde la equivalencia 16gica. Los contextos indirectos son un dolor de cabeza
para el filésofo (y el légico) y su manejo adecuado es un problema aun no
resuelto.

En resumen, aunque un poderosisimo instrumento de comunicacion, el lengua-
je natural tiene graves inconvenientes para el desarrollo de una filosofia exacta: es
ambiguo, incompleto y oblicuo. En las secciones siguientes discutiremos como alter-
nativas lenguajes artificiales que, aunque mucho menos expresivos que el lenguaje
natural, tienen bajo control los inconvenientes anteriores.

1.5 Lenguaje formal

Nuestro propdsito en lo que sigue es elucidar las propiedades formales de un len-
guaje. A partir de este analisis podremos definir lenguajes sin contextos oblicuos u
otras ambigiiedades [117, 127].

1.5.1 La concatenacion

Comencemos por precisar la operaciéon de concatenaciéon de simbolos, y para ello,
debemos precisas qué es lo que se concatena.

Definicién 1.3 (Alfabeto y palabra).
Sea Vr un conjunto finito de simbolos llamado el alfabeto terminal de L. Por
ejemplo, para el inglés:

Vr={A-Z}u{az}U{.}U...
y en la Biblioteca de Babel [12, p. 466]:
Vr = {a-z} U {.,0} (1.15)

en donde el dltimo simbolo representa el espacio en blanco. Una palabra (u oracidn)
es una secuencia de simbolos pertenecientes a Vr:

w={a;|a; € Vp;i € [1- N]} (1.16)

También es conveniente introducir la palabra vacia X\, que tiene cero simbolos.
El conjunto de todas las palabras es W(Vr).

Nota 1.1.
En realidad, no hay inconveniente en tomar palabras enteras de algin alfabeto
auxiliar como alfabeto terminal de un lenguaje, y en algunos ejemplos lo haremos.
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Ahora estamos en condiciones de definir la concatenacién:

Definicién 1.4.
Dadas wi = {a; |7 € [1,n1]} y wa = {b; | § € [1,n2]}, la concatenacién wg = wyows
es:

wy = {ck | k € [1,n1 + n2]}

en donde:

o = Jan k€ [1,n]
* bi-n, k€ [ni+1,n2]

Por lo general, omitiremos el simbolo o, indicando la concatenacion de dos pa-
labras con la yuxtaposicion. Introduzcamos ahora la definicién de una importante
estructura algebraica:

Definicién 1.5 (Monoide).
Un triplete (M, ,0) se llama monoide si se cumple:

1. x es una operacién binaria M x M — M, indicada como a * b.

2. % es asociativa:

(axb)y*xc=ax(bxc)

3. O es un elemento neutro o elemento unidad para x:

Oxa=ax0=a

Teorema 1.1 (Estructura de monoide).
El conjunto (Wr,0,)) es un monoide.

El monoide Wr es el conjunto de todas las posibles secuencias de simbolos.
Podemos llamar a ese lenguaje el “Babelio”, pues protagoniza “La biblioteca de

Babel” [12, p. 470]:
No puedo combinar unos caracteres
dhcmrlchtdy

que la divina Biblioteca no haya previsto y que en alguna de sus lenguas
secretas no encierren un terrible sentido.

Pero para hacer ciencia, el Babelio no es suficiente: de la inmensa Biblioteca de-
bemos quedarnos sélo con aquellas palabras que tengan una estructura escrutable.
Para ello, en necesario definir una gramatica.

1.5.2 Gramatica

Nuestra siguente etapa es definir con precision la nocién de gramética. Para forma-
lizarla, ademds del monoide W (Vr) necesitaremos otros elementos auxiliares:

Va: Un conjunto de simbolos llamado el alfabeto auziliar (o alfabeto no terminal).
El alfabeto auxiliar contiene simbolos pertenecientes al etalenguaje, necesarios
para el analisis gramatical. En idiomas como el castellano, el alfabeto auxiliar
contiene simbolos tales como sujeto, predicado, sustantivo, verbo, etc.
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Xo: La letra (o simbolo) inicial es un elemento de Xy € V. En castellano, por
ejemplo, puede ser texto u oracion.

F: Un conjunto de reglas gramaticales, que permite el andlisis sintdctico. Estas
reglas, llamadas producciones son pares ordenados de secuencias de simbolos
del alfabeto total:

V=VprUVn (1.17)
denotadas en la forma:
P—Q (1.18)

en donde P contiene al menos una letra de Vi.

Definicién 1.6 (Gramadtica generativa).
La cuadrupleta ordenada (Vr, Vn, X, F) se llama una gramdtica generativa.

Las gramdticas generativas son la herramienta fundamental para analizar el
lenguaje.

1.5.3 Analisis sintactico formal

Examinemos ahora, de manera somera, la nocién de analisis sintactico formal. Ante
todo, generalicemos la nocién de palabra:

Definicién 1.7 (Palabra formal).
Una palabra sobre un alfabeto V es una secuencia de simbolos de V.

Definicién 1.8 (Generacién).
Diremos que una palabra P sobre V genera directamente a la palabra () (denotado
como P +— @) ) si

P=P'PP" (1.19)
Q=0Q' Q" (1.20)

y hay una produccién P; — @1 en F. Ademés, diremos que P genera Q ( P —* Q)
) si existe una secuencia de palabras P; tales que:

PP —P--—Q (1.21)
Por fin, estamos en condiciones de dar una definiciéon formal de oracion:

Definicién 1.9 (Oracién bien formada).
Si P e W(Vr)AQ — P diremos que P es una palabra (u oracién) bien formada de
acuerdo con la gramatica G.

Finalmente, llegamos a la definicion de lenguaje formal:

Definicién 1.10 (Lenguaje formal).
El lenguajge generado por G, Lg es el conjunto de oraciones bien formadas generadas
por Xo:

L ={P|P € W(Vr) A Xo —* P} (1.22)

La ecuacién (1.22) implica que la estructura del lenguaje £ estd determinada
por la gramatica G. La reciproca no es cierta: distintas gramaticas pueden generar
el mismo lenguaje.



Vr | el | un | gato | ratén | comid | cazé |
gordo | flaco | que

VN | oracién | sujeto | predicado |
frase-sustantiva | frase-adjetiva |

articulo | sustantivo | adjetivo |
verbo | conjuncién | vacia

Xy | oracién

F | oracién — sujeto predicado
sujeto — frase-sustantiva
predicado — verbo frase adjetiva

frase-sustantiva — articulo sustantivo |
articulo sustantivo frase adjetiva

frase-adjetiva — vacia | adjetivo

articulo — el | un

sustantivo — gato | ratdén

adjetivo — gordo | flaco

verbo — comid | cazé

conjuncién — que

Tabla 1.1: Gramatica del picocastellano

1.5.4 Ejemplos

Comencemos con un ejemplo sencillo de lenguaje: la notacién binaria para los
nimeros naturales:

Ejemplo 1.11 (Notacién binaria).
La siguiente gramatica de tipo 3 describe la notacién binaria:

Vr: {0,1}
Vn: {ntmero, digito}
Xy: nimero

F: nimero — numero digito
nimero — digito
digito — 0 | 1

Hemos usado una variante de la forma normal de Backus, que se utiliza para
describir gramdticas: el alfabeto auxiliar estd escrito en negritas mientras que el
alfabeto terminal en itdlicas; el signo | separa diferentes simbolos de los alfabetos y
diferentes segundos miembros de las producciones.

La gramdtica describe un niimero como una sucesién de digitos.

Nuestro ejemplo siguiente es algo mdas complejo: una porciéon muy pequena del
castellano. La gramatica generativa del picocastellano estd escrita en la Tabla 1.1.
La lectura de las producciones es simple: la primera, por ejemplo, describe una
oracién como un sujeto seguido por (yuxtapuesto a) un predicado.

Una vez que se tiene la gramdtica, la generacién de una oracién se hace aplicando
las producciones una tras otra, eliminando sucesivamente los simbolos del alfabeto
auxiliar hasta que sélo queden simbolos del alfabeto terminal. Este proceso puede
representarse en forma de 4rbol, como lo muestra la figura 1.5.

La gramatica del picocastellano sélo permite construir oraciones de longitud
acotada. Este no es el caso de un lenguaje natural, cuyas oraciones tienen longitud
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Figura 1.5: Generacién de una oracién en picocastellano

ilimitada. Sin embargo, es muy sencillo extender el picocastellano a el nanocaste-
llano, que permite construir oraciones de longitud ilimitada. Para ello, utilizaremos
producciones recursivas, es decir producciones cyuo segundo miembro puede conte-
ner referencias a su propio primer miembro. Estas referencias pueden ser directas o
indirectas, y en el nanocastellano son indirectas. La modificacién consiste en anadir
s6lo una produccién:

frase-adjetiva — conjuncién predicado (1.23)

En esta produccién, una frase-adjetiva puede formarse yuxtaponiendo el simbolo
que y un predicado. Siexaminamos el resto de la gramadtica en la tabla 1.1 veremos
que un predicado estd formado por un verbo seguido de una frase-adjetiva. Asi,
pues, podemos construir oraciones de longitud arbitaria en nanocastellano anadien-
do frase adjetiva a frase adjetiva usando la conjuncién copulativa “que”. Por ejem-
plo:

El gato que caz6 un ratén gordo comié el ratén (1.24)

que comié el ratén que cazd un gato flaco

Con esta gramatica el nanocastellano es un leguaje capaz de “hacer uso infinito
de medios finitos”, en las palabras de von Humboldt.

Ejercicio 1.5 (Enteros decimales).

Hallar una gramatica que genere los enteros en notacién decimal.

Ejercicio 1.6 (Estructura de paréntesis).

Hallar una gramatica que genere las estructuras de paréntesis bien formados.

1.5.5 La jerarquia de lenguajes

El gran lingtista N. Chomski clasificé las gramdticas G y los lenguajes £ que ellas
generan de acuerdo con la estructura de las producciones de F'.

Definicién 1.11 (Chomski).
Una gramatica se llama de tipo 4 si las producciones de F' satisfacen las siguientes
restricciones:



Ninguna restriccién (Por ejemplo, los lenguajes naturales podrian describirse
con estas gramaticas).

. Cada produccién de F tiene la forma

QlXQ2 — Q1PQ2 (125)

en donde Q1,Q2 € W(V); X € Vyy P # X Estas graméticas se llaman
sensibles al contexto. Intuitivamente, se permite el reemplazo de X por P
solo en el contexto @7 ... Q2. (Por ejemplo: PL/1).

. Cada produccién de F tiene la forma:

X—P (1.26)

con X € Vyy P e W(V). Estas son las gramdaticas libres de contexto. Los
lenguajes tipo Pascal son los ejemplos mas tipicos de los G.

Cada produccidén tiene una de las formas:

X—YP

(1.27)
X—P

donde XY € Vyy P € W(Vr). Las gramdticas de este tipo se llaman
regulares. La descripcion de los enteros o de las identificadores en un lenguaje
de programacion se ajusta, por lo regular, a gramaticas regulares. Por ejemplo,
la gramatica del ejemplo 1.11 es de tipo 3.

Obviamente, cada clase contiene la que le sigue, de modo que Lg la clase de
lenguajes generados por gramadticas de tipo 0, es la mds general y L3, la mas
restringida.

Ejercicio 1.7.

1.

[\

Examinar la descripcién de Pascal o de C. Mostrar segmentos de la gramatica
de tipo 2 y de tipo 3.

Examinar la definicién de expresiones requlares en Unix. Explicar su relacién
con las gramaticas regulares.

1.6 Automatas y lenguaje

La nocién de autdmata es importante en muchas ramas de la légica y la matematica
modernas. En realida, la palabra “autémata” se utiliza para designar dos cosas

diferentes [127, 95]:

e una descripcién idealizada de un aparato fisico, (por ejemplo, una computa-

dora o un cerebro humano), capaz de llevar a cabo operaciones légicas.

e una representacion, en términos intuitivos, de una secuencia de operaciones

logicas.

Obviamente, ambas caracterizaciones son las dos caras de una misma moneda.
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1.6.1 Automatas de estados finitos

Los autématas mds sencillos son las mdquinas de estados finitos:

Definicién 1.12 (Autémata de estados finitos).
Un autdmata de estados finitos es un conjunto de cuatro elementos:

S: Un conjunto finito S de simbolos, lamado el alfabeto de senales de entrada.
Q: Un conjunto finito @ de estados internos del autémata.

F: Una funcién F : S x @ — @, que a cada par de (estado-simbolo) le asocia
un nuevo estado. Esta funcion de transicion describe el funcionamiento del
automata.

R: Un conjunto finito R de simbolos, llamado el alfabeto de senales de salida.

G: Una funcién G : S x Q@ — R, que a cada par de (estado-simbolo) le asocia un
simbolo de salida.

La quintupleta M = (S,Q, F, R, G) se llama un autémata de estados finitos.

Esta maquina idealizada funciona de la manera siguiente: supondremos que
llega al autémata una sucesién de simbolos de entrada s; € S. Cada vez que
lee un simbolo s; en el estado ¢; el autémata hace dos cosas: emite una senal
de salida r;41 = G(si,q;) y pasa a un nuevo estado ¢;+1 = F(s;,q;). Eligiendo
convenientemente las funciones de transicién y salida un autémata puede simular
muchas operaciones intelectuales tales como la adicién de dos ntimeros o el andlisis
sintactico de lenguajes sencillos.

Ejemplo 1.12 (Notacién binaria).
El siguiente autémata examina una sucesiéon de simbolos y determina si es un nime-
ro binario.

§: 0,1, #}
Q: {N,H}
F': Esta descripta por la tabla siguiente:

0|1 |#
N|(N|N|H
H|{H|H|H

El alfabeto R y la funciéon G se pueden elegir de manera conveniente y se dejan
como ejercicio.

El autémata recibe una secuencia de ceros y unos terminada por un “#”. Mien-
tras reciba bits, la maquina permanece en el estado N y cuando recibe el signo de
fin se detiene en el estado H.

Los autématas finitos pueden interpretar cualquier lenguaje de tipo 3. En efecto,
elijamos el alfabeto de entrada del autémata como S = Vr U # y a cada signo del
alfabeto auxiliar n; € Vi le haremos corresponder un estado interno del autémata
¢; € Q. Finalmente, elegiremos la funcion de transiciéon de modo que reproduzca
las producciones:

Ng — ;8 — qr = F(q-i,-si) (1.28)

El funcionamiento de un autoémata tal imita el analisis sintactico que se lleva a
cabo con las producciones F'.
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Figura 1.6: Esquema de una méiquina de Turing

1.6.2 Maquinas de Turing

Un autémata de estados finitos no puede analizar una gramatica de tipo menor que
3. Por ejemplo, la estructura de paréntesis (Problema 1.6) es una gramadtica de tipo
2 que no puede ser analizada por un autémata de estados finitos. Para comprender
la dificultad, esbocemos un algoritmo muy sencillo para contar paréntesis:

1. Se inicia un contador C a cero.

2. Durante la lectura del texto, el contador se incrementa en uno cada vez que
encuentra un paréntesis izquierdo ‘(’ y se decrementa en uno cada vez que se
encuentra un paréntesis derecho ).

3. La estructura es correcta si al terminar el texto el contador ha vuelto a cero.

Ahora bien, las estructuras de paréntesis pueden estar profundamente anidadas:
en principio, una expresién algebraica puede contener pares de paréntsis dentro de
pares de paréntesis hasta cualquier profundidad. Para poder analizar una estructura
arbitraria es necesario un contador capaz de contar enteros arbitrariamente grandes.
Eso no puede hacerse con una mdaquina de estados finitos que, por definicién, solo
puede contar enteros hasta un nimero prefijado (aunque muy grande, en principio).

Un autdémata que, en principio, puede analizar un lenguaje de gramatica arbi-
trariamente compleja es una maquina de Turing. Esta es un autémata formado por
dos partes: una méquina de estados finitos y una cinta de longitud infinita, que
sirve a la vez de entrada y salida. La cinta estd dividida en casilleros, en cada uno
de los cuales puede escribirse un simbolo del alfabeto S. El alfabeto de salida de la
maquina de Turing es, pues, el mismo que el de entrada. Por otra parte, para su
funcionamiento es necesario especificar, ademds de las funciones F' y G, otra fun-
cién mids D : § x Q — {I,D}, que define las direcciones de movimiento de la cinta
(izquierda o derecha), dependiendo del simbolo leido y del estado interno.

La maquina funciona de la siguiente manera:

1. La méaquina se coloca en el estado inicial ¢g, con la cinta colocada en el simbolo
inicial sg.

2. La maquina, en el estado ¢;, lee el simbolo que esta delante de ella, s;, y luego:

(a) cambia al estado ¢;; = F(s;,q;);
(b) escribe el simbolo s;; = G(s;,¢;) en la cinta;

(c) se mueve en la direccién d;; = D(s;,q;). (En realidad, mueve la cinta en
la direccién countraria).
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4 si | @i sij  di
0 ) 1 X I
o (] o ( D
0 * | 2 * I
0 X 0 X D
1 ) |1 ) I
1 ( 0 X D
1 * H 0 —
1 X 1 X

2 )| — —

2 (|®H o —
2 x| H 1 —
2 X 2 X I

Tabla 1.2: Ejemplo de una miquina de Turing

3. La operacion 2 se repite hasta terminar.

Ejercicio 1.8.
Dar una descripcién formal de la maquina de Turing.

El funcionamiento de una méaquina de Turing puede describirse dando las fun-
ciones F, G, D; esto puede hacerse como un conjunto de quintupletas

Qij = (8i: 5> 8ij» 4ij» dij) (1.29)

que las describen simultdneamente. La tabla 1.2 muestra una descripcién en quintu-
pletas de una miquina de Turing que analiza una estructura de paréntesis y escribe
un 1 si la estructura estd bien formada y 0 en caso contrario [95].

El funcionamiento de esta maquina particular es el siguiente. La estructura
de paréntesis, de longitud arbitraria, estd escrita sobre la cinta, limitada por los
caracteres ‘*’. La maquina empieza a trabajar en el primer paréntesis, en el estado
‘qo’. En este estado se mueve hacia la derecha hasta que encuentra un paréntesis
derecho ¢)’. Aqui lo tacha, (con una ‘X’) cambia al estado q; y empieza a moverse
hacia la izquierda hasta encontrar un paréntesis izquierdo ‘(’. Si lo encuentra, lo
tacha y pasa al estado ¢g. Estos viajes de ida y vuelta contintian hasta que la
maquina encuentra un delimitador ‘*’. Si en el estado ¢; no encuentra un ‘(’, sobra
un ‘)’ y la maquina imprime un ‘0’. Por otra parte, si en el estado ¢y la maquina
no encuentra un paréntesis derecho, pasa al estado ¢o para verificar que no sobre
ningin paréntesis izquierdo. Si esto ocurre, imprime un ‘1’ y se detiene.

Una mdquina de Turing puede generar (o analizar) un lenguaje generado por
una gramatica de tipo 0. Este importante resultado se obtiene asignando estados
internos convenientes a cada simbolo del alfabeto auxiliar y construyendo funciones
F,G, D apropiadas. Los detalles pueden verse en la bibliografia.
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Capitulo 2

Conceptos

La ciencia trabaja con constructos: entidades abstractas que representan concep-
tos, es decir, procesos cerebrales generados al examinar un problema cientifico. El
lenguaje que utilizaremos para la ciencia debe ser un lenguaje conceptual, capaz
de analizar conceptos en la forma de constructos. los lenguajes conceptuales se
desarrollan a través de un nicleo comun: la ldgica stmbdlica. En este capitulo in-
troduciremos algunos elementos seménticos que subyacen a la logica simbdlica y
examinaremos la sintaxis de la misma.

2.1 Conceptos

El objeto del lenguaje en filosofia es la comunicacién de constructos, que se originan
en ideas o conceptos y éstos, a su vez, se refieren (o hablan de) al mundo real. De-
bemos imponer al lenguaje que utilizaremos la capacidad de trabajar con conceptos
y ésta es una propiedad semdntica del lenguaje.

2.1.1 Fisiologia y concepto

Un proceso mental es un proceso fisiologico en la parte plistica del sistema nervio-
so central. Estos procesos, capaces de modificar la activacién e interconexion de
complejos sistemas de neuronas parecen ser los responsables de la conciencia y las
actividades intelectuales del cerebro [63, 78, 26].

Los procesos de aprendizaje y memoria, esenciales para la formacion de concep-
tos, involucran grandes areas deslocalizadas de la corteza cerebral, pues la presencia
de lesiones cerebrales localizadas no perturba profundamente la evocacién de me-
morias o la ideacién. Por otra parte, la enfermedad de Alzheimer, que involucra la
destruccion generalizada de la corteza cerebral, origina amnesias globales, ademas
de otras consecuencias. En estos procesos de aprendizaje y memorizacion, parti-
cipan como reguladores otras regiones del cerebro, tales como el hipocampo y la
amigdala [78].

La formacién de conceptos es un fenémeno complejo, todavia mal entendido
en términos de procesos fisiolégicos subyacentes. Una descripcién sicolégica muy
simplificada es la siguiente:

Sensacién: La presencia de un objeto material activa los 6rganos sensoriales del
sujeto, dando lugar a una sensacién. Por ejemplo, la luz reflejada por un libro
activa los fotorreceptores de la retina, induciendo una compleja secuencia de
impulsos nerviosos que las vias neurales conducen al cerebro.

Percepcién: Los impulsos nerviosos originados en una sensacién se elaboran en
el cerebro, correlacionandolos entre si y con otros impulsos nerviosos. Esta
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compleja actividad cerebral de elaboracion es un proceso mental que llamamos
percepcion.

La sensacién y la percepcién no son procesos independientes: las sensaciones
se modifican, bajo control cerebral, para mejorar la precepciéon de un objeto.
Por ejemplo, el fenémeno de inhibicion lateral en la visién, selecciona los
impulsos nerviosos provenientes del objeto que esta percibiéndose y elimina el
“ruido de fondo” de otros objetos que lo rodean.

Conceptuacién: Las distintas percepciones memorizadas se correlacionan entre
si para dar lugar a un concepto: una descripcién del objeto almacenada en la
memoria del sujeto, que puede ser evocada sea por otra percepcién o por un
proceso mental diferente.

Para los objetos que no pueden percibirse directamente (por ejemplo, conjun-
tos, electrones o normas legales) el proceso de conceptuacién se produce por
elaboracion de otros conceptos a través de mecanismos como la abstraccion.
Por ejemplo, el concepto de nimero cardinal se forma (a una edad relati-
vamente avanzada) por comparacién de distintos conjuntos de objetos que
pueden coordinarse entre si.

2.1.2 Constructos

Un concepto es un proceso mental en un determinado cerebro humano. Estric-
tamente hablando, cada concepto es tnico, puesto que el proceso mental no es
repetible. Sin embargo, cada vez que uno evoca el nimero ‘2’, o una mesa o el
lucero de la tarde, es capaz de reconocer ese proceso mental y conectarlo con otros
similares. De alguna manera, estos conceptos tienen algo en comin. Diremos que
estos conceptos reconocibles son equivalentes, aunque la relacién de equivalencia
entre ellos no esté todavia aclarada por la ciencia.

La clase de equivalencia de conceptos se llama un constructo y su importancia
fundamental es que, a diferencia de el concepto, es comunicable. En efecto, aunque
los conceptos de niimero (o de libro) sean privados (procesos mentales en un tinico
cerebro humano) pertenecen a la misma clase de equivalencia y son (de alguna ma-
nera) comparables. Utilizaremos una notacién especial para designar constructos:
encerraremos su nombre entre “rinconeras”: Asi, los constructos que representan el
nimero 2 y el elemento hidrégeno los denotaremos "27 y "hidrégeno™ respectiva-
mente.

Existen estructuras lingiiisticas especializadas para comunicar constructos. Exa-

minemos brevemente las principales entre ellas:

Términos: La forma mas sencilla de constructo se designa con un término: un
objeto lingiiistico que generaliza la nocién de sustantivo. Los términos denotan
objetos individuales o conjuntos mas o menos heterogéneos de objetos.

Predicados: Un constructo mas complejo que un término es un predicado. Un
predicado describe una propiedad de un objeto indeterminado. Por ejemplo,
el predicado: "z es presidente” describe cierta propiedad (temporal) de un ser
humano indeterminado z, mientras que "z estd casado con y7 describe una
propiedad de un par ordenado de humanos (z,y). Se designan con oraciones
que contienen signos ligiiisticos indeterminados, llamados variables.

Proposiciones: Una proposicién es un conjunto de oraciones aseverativas sinéni-
mas. Se construyen combinando proposiciones simples (generalmente predi-
cados) con las leyes de la légica. En los capitulos siguientes veremos que estas
leyes pueden formularse sobre la base de un lenguaje formal.
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Teorias: Los constructos mas complejos que estudiaremos son las teorias: conjun-
tos de proposiciones ligadas entre si por relaciones logicas, en particular la
relacion de implicacion.

Intentaremos ahora generalizar la nocién de nombre introduciendo la de simbolo:
una secuencia de signos lingiiisticos que denota un conjunto de objetos materiales
o conceptuales.

Definicién 2.1 (Lenguaje simbélico).
Un lenguaje formal £ (Sec. 1.5), generado por la gramdtica G = (Vp, Vn, X, F),
se llama lenguaje simbélico si existen dos conjuntos, tales que:

Q: es un conjunto de objetos (reales, ficticios, conceptuales, ... ), que llamaremos
el universo de discurso del lenguaje.

A: es una funcién que asigna a cada oracién bien formada del lenguaje £ un sub-
conjunto de Q. Esta funcidn codificadora es el mapa de interpretacion de

L:

AL — PQ) (2.1)

Esta funcién hace el papel de diccionario: en primera aproximacion asigna un
significado a cada oracién bien formada de L.

Las oraciones bien formadas de £ se llaman simbolos, que designan (o denotan
o representan) los elementos del universo de discurso §2.

2.2 Nociones semanticas

Comenzaremos con algunas consideraciones intuitivas acerca de la semantica de una
teoria cientifica, tema que estuidaremos con mas detallen en capitulos venideros. Es
conveniente comenzar el analisis de las proposiciones elementales. Las mas sencillas
son los predicados (Sec. 2.1), que describen (o representan) propiedades de un
conjunto de objetos 2: el Universo de discurso.

2.2.1 Objetos, predicados y relaciones

Sea entonces {2 nuestro universo de discurso. Los objetos que lo componen a €
Q tienen propiedades: por ejemplo, los objetos pueden ser materiales, como un
ratén o un campo electromagnético, o ideales, como un tridngulo geométrico o una
proposicién. Ademas, cada objeto puede tener otras propiedades caracteristicas del
mismo. Por ejemplo, un electrén puede tener su spin apuntando en la direccién
del movimiento o en la opuesta (la helicidad del electrén) y un tridngulo puede ser
equilatero.

El universo de discurso tiene, pues, una estructura muy compleja: esta formado
por varias partes Q = |J, {;, algunas de las cuales pueden superponerse parcialmen-
te. Hay una divisién sin embargo, que es fundamental (la que hemos mencionado
arriba) entre objetos ideales (los constructos) y objetos materiales. Sea C el con-
junto de todos los constructos:

C = {&|z es un constructo} (2.2)

Los objetos que no son constructos se llaman objetos factuales:

F=Q-C (2.3)
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Todos los objetos de €2 tienen propiedades formales. Por ejemplo, los objetos de
Q pueden clasificarse de distintas maneras. La pertenencia o no a una de esas clases
es una propiedad formal. Los objetos factuales u objetos materiales tienen, ademas,
propiedades sustanciales. Por ejemplo, el hierro tiene la propiedad conceptual (o
formal) de pertenecer al grupo VIII de la tabla periédica y la propiedad sustancial
de tener una densidad p(Fe) ~ 7.8 g/cm?
es consecuencia de varias propiedades sustanciales (fundamentalmente la valencia)

. La propiedad formal, por otra parte,

comunes a los elementos de la grupo VIII [22].

En el lenguaje objeto, los individuos concretos pueden designarse con simbolos
especiales. Por ejemplo, usamos el nombre “AABC” para un tridngulo dado y “Fe”
para el hierro. La atribucién de propiedades a individuos concretos se hace a través
de proposiciones singulares, que se refieren al mismo. Por ejemplo:

"El triangulo AABC es obtuso’ (2.4)
"p(Fe) ~ 7.8 g/cm®” (2.5)

son proposiciones singulares.

Esto es suficiente para Funes el memorioso, pero la ciencia se interesa en pro-
piedades comunes a muchos objetos pues son estas propiedades comunes las que
permiten generalizar. Un constructo que atribuye una propiedad a un objeto inde-
terminado se lama un predicado [116]. De esta manera, los constructos:

Tz es un tridngulo™” (2.6)

Tz tiene helicidad positiva™ (2.7)

son predicados donde el objeto indeterminado se ha denotado con la variable ‘z’.
Una variable, pues, designa un objeto indeterminado y juega un papel andlogo al
de los nombres comunes en el lenguaje natural.

Designaremos a los predicados con la notacidn funcional: un simbolo (que puede
ser un nombre) seguido del argumento entre paréntesis. Sin embargo, cuando no
se preste a confusion, usaremos la notaciéon polaca directa: el simbolo seguido del
argumento. Por ejemplo, los predicados (2.6) y (2.7) pueden representarse en la
forma:

def

Az = N(z) (
Hel(H) 4 < Hel(+)(€l¢) (

V]

)
)

Advirtamos que los predicados no son proposiciones pues su valor de verdad

.8
9

[\

(que examinaremos en la Sec. 2.3) estd indeterminado: hasta que no se especifique
el objeto @ es imposible asignarles un valor de verdad. En cambio, un predicado
es una funcion proposicional. En realidad, convendrd distinguir dos funciones dis-
tintas que estan definidas por un predicado. En primer lugar, tenemos una funcion
proposicional intensional:' a cada objeto z de ) le asigna una proposicién P(z).
Por otra parte, la funcién proposicional eztensional le asigna a cada objeto z el
valor de verdad ]5(13) (Ctf. 2.3.1).

Con mds precisién, si P es el conjunto de las proposiciones, un predicado P
define dos funciones:

[NV

P:Q— P (2.10)
P:Q—=V (2.11)

Desde ahora en adelante, sin embargo, designaremos a las dos funciones P y P
usando el mismo signo, el de la funcién intensional P.

1Parece un herror de hortografia, pero no lo es



Con mads generalidad, una relacidn n-aria R(z1,a,...,%,) es una funcién pro-
posicional de dos o mas variables:

[\

R:Q;[XQQX-"XQTL—)P (
R:iQixQaxeoxQ, =V (

2)

1
13)

[NV

y nuevamente, usaremos la notacién intensional para designar ambas funciones.

Las relaciones n-arias establecen propiedades relacionales entre dos o mas obje-
tos que pueden ser de distinta clase.

Por lo general, usaremos para las relaciones la notacién funcional. Muchas
veces, para aligerar la exposicién, usaremos un abuso de lenguaje: en lugar de
usar un simbolo del lenguaje objeto para designar un predicado, usaremos una
oracion del metalenguaje encerrada entre cantoneras que, cuando no haya riesgo de
confusién, omitiremos. En el caso de las relaciones binarias, que son muy comunes en
matematicas y frecuentes en el resto de la ciencia, usaremos una notacién especial.

Los siguientes son ejemplos de relactones binarias:

TLas rectas r y »' son paralelas™ (2.14)
"La recta r corta el tridngulo T (2.15)
"Los campos E y H son ortogonales™ (2.16)
"El electrén a choca contra el dtomo Z™ (2.17)
"El organismo a muta al organismo b (2.18)

Para éstas relaciones tan comunes se suele usar la notacidn de infijo, andloga a la
notacién para los signos légicos o algebraicos: el simbolo que designa la relacién se
coloca entre los relatos. Por ejemplo, para las relaciones binarias anteriores:

r || (2.19)
r corta T' (2.20)
E_LH (2.21)
a choca Z (2.22)
a mutaa b (2.23)

respectivamente.
Por lo general, en las ciencias naturales las relaciones son muy complejas e
involucran muchos argumentos. Por ejemplo:

"La particula a en el instante t estd en el punto z

moviéndose con velocidad v respecto del sistema de referencia K

y un predicado experimental es todavia méds complicado.

Vamos a utilizar, en lo que sigue, una notacién especial para describir proposi-
ciones y predicados de una forma dada. Letras negritas como ‘A, B’ representan
proposiciones arbitrarias. De la misma manera, representaremos un predicado arbi-
trario de una variable en la forma P(x). Cualquier fé6rmula del lenguaje expresada
con estas letras representa, en realidad, un conjunto infinito de proposiciones de la
misma forma. Llamaremos a estas letras (a falta de un nombre mejor) variables
sintdcticas y a una oracién construida con variables sinticticas (que representa,
por lo tanto, un conjunto infinito de oraciones de una forma dada) lo llamaremos
esquema de oracion.

2.2.2 Términos

Pasemos a describir con mds cuidado la forma de denotar los objetos de 2. En
una teoria cientifica 7 un objeto distinguido recibe un nombre propio que es una
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constante de T. La eleccién de estos nombres es arbitraria y, ademads, no es univoca:
un mismo objeto puede tener varios nombres:

“Venus”
“El lucero de la tarde” (2.25)

“El lucero del alba”

son tres nombres que denotan el mismo objeto [116].

La distincién entre constantes y variables se manifiesta en que la teoria se refiere
aun objeto especial, iinico, representado por la constante, y a otros objetos genéricos
representados por las variables. Por ejemplo, se pueden generalizar los resultados
obtenidos para un objeto representado por una variable, pero es imposible (dentro
de la teoria) generalizar los resultados obtenidos para un objeto representado por
una constante.

Ya hemos visto que una variable  cumple, en la teoria, €l papel de un nombre
comiin: denota un objeto indeterminado y reemplaza al uso de sustantivos como
‘perro’, ‘elemento’, ‘campo’. El significado de algunos de estos sustantivos esta co-
nectado con sus propiedades, por ejemplo, sus relaciones con otros sustantivos que
denotan objetos. Es, pues conveniente utilizar un constructo que muestre en forma
explicita estas relaciones. Tales constructos se llaman las descripciones indefinidas.

Introduzcamos el simbolo de Hilbert: T, que cumple el papel del articulo indefi-
nido ‘un’ en castellano [73, 14]. El simbolo de Hilbert se usa de la siguiente manera:
Si P(x) es un predicado donde aparece la variable z, obtenemos la expresién “un
objeto con la propiedad P”

1. Se reemplaza la variable z por el simbolo especial [z ]. Estos stmbolos recua-
drados no son variables: son marcas destinadas a indicar el tipo de objetos
cuyas propiedades estamos investigando. En particular, no pueden reempla-
zarse por otro simbolo recuadrado.

2. La férmula reemplazada se prefija con el simbolo 7|z |

Por ejemplo, las expresiones

le](Afz]) (2.26)
{e] (H ™ [2]) (2.27)

se leen "un tridngulo™ y "un electrén con helicidad positiva” respectivamente.

Las variables recuadradas (7 y ], etc.) son simbolos auxiliares tnicos, di-
ferentes de todas las variables y distintos entre si. Podemos aligerar la notacién
reemplazando la expresién ‘7[x [P([z])]” por la més sencilla ‘T2P(z)’, pero recor-
dando que:

e La variable x no aparece en la expresion: ha sido reemplazada por el corres-

pondiente simbolo | z ]

e La letra x que aparece detrds de 7 puede reemplazarse por cualquier variable
Y que no aparezca en la formula.

Estas variables aparentes se llaman variables ligadas, para disitinguirlas de las va-
riables comunes, que también se llaman variables libres.

Las descripciones indefinidas pueden usarse para definir objetos més complica-
dos. Por ejemplo:

Tre(r | )7 (2.28)
"1a(a choca Z)" (2.29)
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son funciones que representan

Tuna recta paralela a r'” (2.30)

Tun electréon que choca con el dtomo Z7 (2.31)

respectivamente. Intuitivamente, las funciones (2.28) y (2.29) “cligen” una recta o
un electrén entre los muchos posibles, y suelen llamarse funciones de eleccion.

Los tres tipos de objetos que hemos introducido (constantes, variables y descrip-
ciones indefinidas) se llaman términos. Desde ahora en adelante, representaremos
un término arbitrario con una letra mintscula en negrita (z,y,...).

2.2.3 Ejemplos

Ante todo, dada una teoria 7, debemos distinguir entre variables y constantes de la
teoria. Veamos algunos ejemplos sencillos de teorias e identifiquemos sus constantes,
variables y algunas propsiciones atémicas tipicas.

Ejemplo 2.1 (Teoria de grupos).
Constantes: G, ®
Variables: a.b,...

Proposiciones atémicas:

"® es asociativa (2.32)
Ta pertenece al grupo™ 2.33)
Ejemplo 2.2 (Caida de los cuerpos).
Constantes: g
Variables: z,t,c,m(c)
Proposiciones atémicas:

Tg es la aceleracién de la gravedad™ (2.34)

"En el instante ¢ el cuerpo ¢ tiene la posicién z™ 2.35)

En estos ejemplos, las oraciones (2.32) y (2.34) son (o representan) proposiciones
que pueden ser verdaderas o falsas. En cambio (2.33) y (2.35) son oraciones cuyo
valor de verdad no estd definido: depende del objeto examinado y de sus propie-
dades. Se trata pues de funciones proposicionales: funciones que a cada objeto le
asignan una proposicion.

Ejercicio 2.1.
Examinar las siguientes teorfas e identificar sus constantes, algunas variables y
proposiciones atOmicas.

1. Péndulo simple.
2. Circuito oscilante RLC

3. Atomo de Bohr
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2.3 Los operadores ldgicos

Las proposiciones primitivas (o las funciones proposicionales atémicas) pueden com-
binarse entre si para formar proposiciones moleculares con los operadores ldgicos.
Si bien estos operadores deben definirse de una manera puramente sintactica, es
posible dar una caracterizacién intuitiva de los mismos usando una nocién intuitiva

de verdad.

2.3.1 Falsedad y verdad

Diremos que una proposicién atémica P(t) es verdadera si el término ¢ posee la
propiedad representada por P y falsa en caso contrario. Trataremos de extender la
nocién de verdad a las proposiciones.

Sea entonces un conjunto de dos elementos: V = {V,F}. Una valoracién de la
teoria es una funcién:

VW) =V (2.36)

que a cada proposicién del lenguaje logico £ le asigna un tnico valor de verdad.
Designaremos con V(P) el valor de verdad de la proposicién P.

2.3.2 Las funciones veritativas

Introduzcamos dos operaciones 16gicas: el condicional (que representaremos por el
simbolo ‘=’) y la negacién (‘=').

Intuitivamente, el condicional introduce la nocién de oracién condicional: “Si A entonces B”
se representa en la forma “A = B”. Una proposicién condicional es falsa sdlo si el
antecedente A es falso y el consecuente B es verdadero. En particular, un antece-
dente falso hace automaticamente verdadera la oracién condicional.

La negacién de una proposicién P invierte su valor de verdad: —P es falso si P
es verdadero y viceversa.

Otros operadores l6gicos de gran importancia son:

disyuncién ‘v’ : PV Q es verdadera si cualquiera de las dos proposiciones lo es.
conjuncién ‘A’ : P A Q es verdadera si ambas proposiciones lo son.

equivalencia ‘<’ : P & @ es verdadera si ambas proposiciones son verdaderas o
ambas son falsas.

A cada operador del lenguaje le asignaremos, en el metalenguaje, una funcién
sobre los valores de verdad; es decir, una funcion veritativa. En particular, a los ope-
radores fundamentales ‘=’ y ‘=" del lenguaje objeto, les corresponden las funciones
‘no’ y ‘cond’ en el metalenguaje:

no:yY =V (2.37)
cond: VxV =V (2.38)

Desde ahora en adelante, designaremos a las funciones ‘no’ y ‘cond’ con los
mismos signos que los operadores légicos correspondientes. Estas funciones estan
definidas por las tablas de verdad mostradas en la tabla 2.1. De la misma manera
definiremos funciones veritativas para los demds operadores légicos.

Vemos de esta tabla que el condicional = es F sélo si el antecedente es V y
el consecuente F. En particular, un condicional con antecedente V necesita un
consecuente V para ser V.

Los operadores logicos que hemos introducido no son independientes: por ejem-
plo, los operadores ‘A’, *V’ y ‘<’ pueden expresarse en funcion de ‘=’ y ‘=":
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P Q| P P=Q|PVQ|PAQ | P=Q
) ) F \') ) \' )
) F F F ) F F
F ) ) ) ) F F
F F ) ) F F )

Tabla 2.1: Tablas de verdad

Disyuncién: (u “o” inclusivo)

def

(PVQ)= -P=Q (2.39)
Conjuncién: (o “y” ldgico)
(PAQ)E ~(=PV-Q) (2.40)
Equivalencia:
Pe@YP=Q)r(Q=P) (2.41)

La exactitud de estas formulas puede comprobarse usando las tablas de verdad 2.1.

En realidad, todos los operadores logicos pueden expresarse utilizando sélo uno
de ellos: la incompatibilidad, que se representa con el trazo de Schaeffer ‘|’ y que es
equivalente a la conjuncién negadas:

P|Qs~(PAQ) (2.42)

Los operadores basicos (negacién y condicional) se expresan usando la incom-
patibilidad en la forma:

Negacién:
-P¥p|p (2.43)
Condicional:

def

P=Q=P[(Q]Q) (2.44)

Ejercicio 2.2.
Mostrar que todos los operadores l6gicos pueden expresarse también usando la dis-
yuncion negada.

2.3.3 La nocidon de cuantificacion

Sea P(x) un predicado que contiene la variable . El término 7@ P(2) denota un
objeto que posee la propiedad P. Sin embargo, tal objeto puede no existir. Por
ejemplo:

"rz(z es un cuadrado redondo)™

denota un objeto imposible. Por otra parte, una propiedad puede ser satisfecha sin
que haya objetos que la satisfagan:

"rz(z es un asteroide de chocolate)™

30



es un objeto posible, aunque sumamante inverosimil.
Diremos que “hay un objeto con la propiedad P” si el objeto T P(z) tiene
efectivamente la propiedad:

3zP(z) < PlraP(z)] (2.45)

expresién que se lee “Hay (o existe) un @ que tiene la propiedad P” o, con mds
brevedad: “Hay (o existe) un @ tal que P”.

El simbolo 3 se conoce como el cuantificador existencial. Dado un predicado
P(z), el cuantificador existencial construye la FBF JzP(z) que designa una pro-
posicién porque no contiene la variable . Su definicién (2.45) solo afirma que
el objeto denotado por la descripcion indefinida satisface el predicado P. Puede
probarse facilmente que para un conjunto finito de n objetos z;:

JzP(z) & \n/ P(z;) (2.46)

i=1

Para un conjunto de infinitos elementos, sin embargo, esta ecuacién no puede
probarse y el cuantificador extiende la nocién de disyuncién a los conjuntos infi-
nitos. De esta manera el cuantificador existencial se transforma en un poderoso
instrumento para trabajar con conjuntos infinitos. Pese a la lectura tradicional, no
afirma su existencia factica, es decir, como un hecho. Una lectura cldsica (que data
de los tiempos de Aristételes) que puede ser més intuitiva es: “Algin « es P”. Esta
lectura no tiene las connotaciones castellanas de los verbos ‘haber’ o ‘existir’.

Diremos que todos los objetos del universo de discurso tienen la propiedad P si
no hay excepciones; es decir si no hay ningin objeto que no sea P:

VeP(x) Y ~3x[-P(x)] (2.47)

que se lee “Todos los & son P” o “Para todo &, P”. El simbolo V, llamado el
cuantificador universal también produce una FBF que representa una proposiciéon a
partir de una funcién proposicional P(x). La definicién (2.47) es equivalente a:

VeP(z) & P{rz[-P(z)]} (2.48)
La interpretacién del cuantificador universal es complementaria de la del cuan-

tificador existencial. En particular, para un conjunto finito:

n
VaP(z) & N P(x:) (2.49)
i=1
que no puede probarse en el caso de un conjunto infinito y generaliza la nocién de
conjuncion a esos conjuntos.

2.3.4 Cuantificadores tipicos

Es muy comiin en matematicas que una variable no se refiera a todo el universo de
discurso {2 sino sélo a una parte D C ) del mismo. Es comiin ademas, que esta parte
de Q esté caracterizada porque sus miembros tienen una propiedad comin R(z).
Es conveniente introducir una notacién abreviada para indicar que se cuantifica (es
decir, se examinan todos los elementos) de la parte D.

Definicién 2.2 (Cuantificador existencial tipico).
(32)a(P(x)) < 32(P(2) A A(2))
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Definicién 2.3 (Cuantificador universal tipico).
(va)aP(z) ¥ ~(32)a(~P(2))

La primera definicion afirma que uno de los elementos con la propiedad A tiene
también la propiedad P, mientras que la segunda afirma que entre los elementos
con la propiedad A no hay excepciones que no posean la propiedad P. No es dificil
demostrar el

Teorema 2.1.
(Ve)aP(z) & Ve(A(z) = P(z))

Existen muchas maneras de simplificar aiin mads la notacion. Por ejemplo, si la

propiedad A counsiste en pertenecer a un determinado conjunto C': A e

subindice del cuantificador tipico se puede reemplazar por la letra C, en lugar de la
expresion formal € C. También usaremos, muchas veces la notacién mas compacta:

Jaz < (Fa)a (2.50)

cuando no se preste a confusion.

2.4 Estructura formal

Comenzaremos nuestro estudio de la ldgica stmbolica cldsica (para distinguirla de
otras formas de la légica) examinado la estructura del lenguaje que utilizaremos.
Por otra parte, nuestro metalenguaje sera el castellano, provisto de los simbolos
l6gicos y matematicos necesarios para comentar el texto del lenguaje objeto.

Llamaremos una teoria 7 a un conjunto de proposiciones ligadas entre si por
la relacién de deduccién (que definiremos rigurosamente en la Sec. 2.5). Cualquier
proposicién de 7 puede formarse combinando proposiciones simples entre si con
operadores l6gicos. Las proposiciones elementales, que no pueden descomponerse
en otras mas simples, se llaman proposiciones atémicas o predicados primitivos.
Intuitivamente, estas proposiciones afirman (o niegan) propiedades de los objetos
que estudia la teoria.

2.4.1 Términos y formulas

Pasemos ahora a definir la nocién de férmula u oracién bien formada (FBF) en
nuestro lenguaje. Estas oraciones se forman combinado las proposiciones atémicas
con los operadores 16gicos. Por otra parte, estas iltimas se construyen sustituyendo
términos en predicados. Examinemos en detalle.

Ante todo, introduciremos los alfabetos. Usaremos un rico alfabeto terminal
Vr, que incluye letras de distinta tipografia y simbolos adecuados para expresar
conceptos en ciencias naturales. El alfabeto auxiliar Vv, en cambio, es sumamente
sencillo:

VN = {constante,variable, simbolo, término,

. (2.51)
primitiva,FBF}
La nocion de término puede definirse sintacticamente como:
término — constante (2.52)
— variable (2.53)

— 7]« [FBF ([ z ) (2.54)
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Estas reglas gramaticales formalizan la nocién intuitiva de término introducida
en la seccion 2.2.

Las proposiciones primitivas se construyen a partir de los predicados primitivos
aplicdndolos a términos:

primitiva — simbolo{término} (2.55)

en donde las llaves indican una lista de cero o mas términos.
Una FBF se define a través de reglas gramaticales recursivas (seccién 1.5):

FBF — primitiva
= FBF FBF (2.56)
—> —FBF

Siendo puramente sintacticas, estas reglas gramaticales no dependen del significado
de los simbolos sino sélo de su estructura formal.
Esta gramatica tiene una interpretacién intuitiva sencilla:

1. Cualquier proposiciéon atémica A es una FBF.
2. Si A, B son FBFs, entonces también la nueva expresion = AB es una FBF.
3. Si A es una FBF, se puede formar una nueva FBF como —A.

Ejercicio 2.3.
Enunciar reglas de formacién para FBFs utilizando el operador ‘|’ (incompatibilidad)
como primitivo.

2.4.2 Abreviaturas y sustitucion

Ante todo, nos sacaremos de encima las molestas letras recuadradas usando las
convenciones de la seccién 2.2:

reP(2) € 1z ]P(z)) (2.57)
Con estas convenciones previas podemos demostrar el importante

Teorema 2.2 ((Meta)Teorema de la sustitucién de términos).
SikT(xz), t es un término y & una variable, - T(t).

Demostracidn. Consiste en construir una demostracién de T'(t), mostrando que en
cada paso puede sustituirse x por ¢. O

De la misma manera, es posible “sustituir” una FBF P por otra FBF @ que estén
embebidos en otra FBF mds compleja R:

Teorema 2.3 ((Meta)Teorema de la sustitucién de fé6rmulas).
Si R es una FBF que contiene una subFBF P, entonces R’, obtenida reemplazando
P por Q en todas partes es también una FBF.

Podemos ahora introducir la nocion de definicion en nuestro lenguaje.

Definicién 2.4.
Una definicion

def

Q=P
es una relaciéon entre dos FBFs: el definiendo @,y el definiente P, tales que

Qs P
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Prioridad Nombre Simbolo
Simbolos S
Igualdad
Negacion
Seleccion

Generalidad

Existencia

Conjuncién

Disyuncion

—_

© 00Uk W

Condicional
Equivalencia

T <>w<a

—
= o

Consecuencia

Tabla 2.2: Esquema de precedencia para los operadores 1dgicos

Esta definicién de ‘definicién’, que estd en el metalenguaje, describe una propie-
dad de simbolos del lenguaje. Aqui no hay, por supuesto, circularidad.

En esta descripcion sintdctica hemos utilizado la notacion polaca directa. Esta
notacién evita el uso de paréntesis (que suelen llenar los tratados de légica) y tiene
un gran interés teérico y practico?. La notacién polaca tiene inconvenientes para su
lectura por los humanos, que encontramos cémoda la notacion matematica comuin,
en la que el operador se escribe entre ambos operandos y se introducen paréntesis
en forma apropiada para indicar el agrupamiento. Para volver a la notaciéon usual
introducimos:

(A= B)Y= AB (2.58)
Ademads, eliminaremos el exceso de paréntesis introduciendo un esquema de prece-
dencia, similar al que se utiliza en el dlgebra o en los lenguajes de programacion.
La tabla 2.2 muestra el esquema de precedencia que utilizaremos (similar al del
lenguaje ALGOL).

La segunda forma de simplificar la 16gica es introducir nuevos operadores ldgicos.
En particular, los operadores ‘y’, ‘o’ y ‘equivalencia’, intoducidos en la seccién
2.3 son especialmente 1itiles y abrevian notablemente gran parte de las oraciones
légicas.

2.5 Teoremas

El objetivo de la logica es demostrar nuevas formulas a partir de otras conocidas o
postuladas. Podemos caracterizar este concepto en nuestro lenguaje en una forma
sumamente economica introduciendo la nocién de consecuencia de un conjunto de
FBFs.

2.5.1 Hipotesis, axiomas y esquemas

Toda teoria matematica parte de un conjunto de oraciones H que se llaman las
hipétesis de la teoria. Todas las demds FBFs deben obtenerse a partir de las hipétesis
usando una o m4as veces las reglas de demostracion.

Conviene separar el conjunto H en tres subconjuntos separados: los esquemas de
azioma €4, los aztomas Ay las hipdtesis auxiliares. Los dos primeros son esenciales,

5 . . . .

2El lenguaje de programacién LISP se expresa en una variante (llena de paréntesis) de esta no-
tacion. Por otra parte, las calculadoras RPN usan la notacidn polaca inversa que es, esencialmente,
la reflexién especular de la notacién polaca directa.
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porque definen la teoria. Las FBFs de este subconjunto de hipotesis se llaman,
genéricamente, los postulados de la teoria. Por ejemplo, las leyes de Newton forman
parte de los (esquemas de) axiomas de la mecdnica cldsica. Las hipétesis auxiliares,
por otra parte, especifican problemas o situaciones particulares. Por ejemplo, en
mecanica clasica, son hipotesis auxiliares las que definen el oscilador arménico o el
problema de Képler. Introduciremos la convencion de que los axiomas y esquemas
de axioma se sobreenntienden y no se incluyen explicitamente en el conjunto H.

Un esquema de axioma es un conjunto de proposiciones P que tienen una forma
comiin. Por ejemplo, la segunda ley de Newton, escrita en la forma:

P=F (2.59)

es un esquema de axioma pues es valido para cualquier fuerza F. La ecuacién (2.59)
representa, pues, infinitos axiomas, uno para cada funcién vectorial F(r,t).

La separacién de los axiomas de las hipdtesis auxiliares permite una caracteri-
zacién puramente sintactca de las constantes de la teoria: son aquellas letras que
aparecen en los axiomas.

2.5.2 Consecuencia

Sea H el conjunto de las hipétesis. Una demostracién de la FBF P,, a partir de H es
una secuencia de FBFs P;, cada una de las cuales puede construirse a partir de las
hipétesis o de otras FBFs ya demostradas utilizando una regla de demostracién. La
proposicién P, se llama un teorema deducido a partir de las hipdtesis H. Usaremos
la notacién ‘“H I A’ para indicar que “A es un teorema con hipédtesis H” o, en forma
mas breve “A es consecuencia de ‘H”. Con més precision:

Definicién 2.5 (Regla de demostracién).
Sea P ={P;;i € [1...K]}. Una regla de demostracién R es una funcién que asigna
al conjunto P una oracién resultante Q:

R:P—Q

Definicién 2.6 (Consecuencia inmediata).
Una oracién Q es consecuencia inmediata del conjunto de oraciones P = {P; |i € [1...K]}:

PHQ
si existe una regla de demsotracién tal que
Q =R(Pi1,...,P,)

Definicién 2.7 (Demostracién).
Una secuencia de FBFs D = {P;;i € [1... N|} es una demostracién de P, si y sélo
si, para cada una de las P; € D se cumple alguna de las condiciones siguientes:

1. es un axioma: P; € A

[

tiene la forma especificada en un esquema de axioma
3. es una hipétesis auxiliar P; € ‘H
4. existe un conjunto de fé6rmulas P = {P}, | k < i} ya demostradasy P P,,.

Esta definicién es puramente sintdctica.
La relacién de consecuencia F tiene varias propiedades sencillas e importantes:

Teorema 2.4.
La relacion de consecuencia tiene las siqguientes propiedades:



‘ Simbolo | Introduccién ‘ Eliminacién |

Implicacién Si(H.PF Q) PP=QFQ
entonces HF P = Q
Conjuncion P.QFPAQ PANQFP
PAQFQ
Disyuncién PFPVQ Si(H,PFR)y (H,QF Q)
Q-rPVvVQ entonces H,PVQF R
Negacién SiHPFQyH,PF-Q -—-PFP
entonces H + - P
Generalidad P(z)FVeP(x) VeP(xz) - P(t)
Existencia P(t)F JzP(x) SiH,P(z) - Q
entonces H,dzP(z) - Q

Tabla 2.3: Calculo de Deducciéon Natural: Reglas de demostracion

1. H-H
2. Si Ht P; entonces {H'}UHF P
3. SiHEP yP,HFQ; entonces HUH'F Q

Finalmente, podemos dar una caracterizacién formal de la nocién de teoria: una
teoria T es el conjunto de proposiciones consecuencia de los axiomas:

T ={P|A+ P} (2.60)

Refinaremos esta definicion preliminar en la seccién 5.3.

2.5.3 El calculo de deduccion natural

La nocién de demostracion que hemos introducido requiere formular un conjunto
de reglas de demostracién que permitan la construcciéon de una FBF P;y; a partir
de las FBFs Pj<;. Es conveniente que estas reglas se asemejen a las que se utilizan
habitualmente en las ciencias, especialmente en matematicas, donde los métodos de
demostracion cotidianos son informales aunque rigurosos. La informalidad permite
que se deslicen errores con mucha facilidad pero simplifica enormemente el trata-
miento de las ciencias naturales. Es posible reformular toda la 16gica de manera
tal que se asemeja al razonamiento informal. Esta reformulacién se conoce como el
Método de Deduccién Natural [84, 86, 54, 44].

En esta formulacién, la logica se interpreta como un proceso de introducir y
eliminar signos 16gicos a partir de las hipotesis ‘H. La tabla 2.3 da un conjunto de
reglas de demostracion para la logica. Para cada uno de los simbolos se introducen
dos reglas: una que introduce el simbolo y la otra que lo elimina. Al mismo tiempo,
se introducen reglas que permiten suprimir hipétesis, reemplazandolas por otros
constructos.

Comentemos brevemente el origen de algunas de estas reglas. Al mismo tiempo,
introduciremos otra notacion para describir las reglas de demostracion.

Introduccién de Implicacién I =: Esta regla se conoce como el teorema de la
deduccion: si a partir de una hipétesis H es posible demostrar el teorema P,
entonces, a partir de los axiomas (y, eventualmente, del resto de las hip6tesis)
es posible demostrar el teorema H = P.

[P]

= 9 2.61
P10 (2.61)

36



Esta regla legitimiza la forma usual de demostrar teoremas en ciencias: se
proponen hipdtesis auxiliares, que se utilizan para demostrar el teorema, y

.. . . def
luego se eliminan mediante esta regla. La deduccion H = P se llama una
demostracion auziliar (o subsidiaria).

Eliminacién de la implicacién E =: Es andloga al silogismo en la forma llama-
da modus ponens en la légica aristotélica.

P P=Q
Q

Introduccién de la conjuncién IA: Expresala propiedad fundamental de la con-
juncioén, pero sin usar la nocion de verdad.

P Q
PAQ

E= (2.62)

1A (2.63)

Eliminacién de la conjuncién EA: Lo mismo que IA. Esta regla puede utilizar-
se para introducir una hipdtesis en la demostracion.

PAQ PAQ
7 EA o

Introduccién de la disyuncién IV: Esta regla se conoce como Principio de adi-

EA

(2.64)

cton. Es una herramienta poderosa, pues permite introducir cualquier FBF en
una demostracién como hipotesis auxiliar. Su uso, sin embargo, es delicado y
lo discutiremos mds adelante.

p Q

IV IV
PVQ PVQ

(2.65)

Eliminacién de la disyuncién IV: Se trata de la regla de demostracién por ca-
sos, muy usada en matemadticas. Si es posible demostrar el teorema R sea a
partir de la hipétesis P o @, y ademds es posible demostrar P V @, enton-
ces vale el teorema R, independientemente de cual de las hipdtesisP o Q sea
verdadera.

P Q
SR WA

R

(2.66)

Introduccién de la negacién I-: Esta es la regla de reduccidn al absurdo: si de
una hipétesis P es posible deducir una contradiccion @ A =@, entonces la
negacion de P es un teorema.

[P]

QN-Q
[ 2.
o (2.67)

Eliminacién de la negacién E—: Es la regla de doble negacién.

—\—|P

—

(2.68)
Esta regla no es valida en la légica intuicionista.

Introduccién del generalizador IV: Es la regla de generalizacion: si la propie-
dad P(x) la posee un objeto cualquiera, la posee todo objeto.

P(z)

VP (z)

v (2.69)

Obviamente, £ debe ser una variable.
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Eliminacién del generalizador EV: Es la regla de ejemplificacién: si la propie-
dad P(z) la posee todo objeto, la posee un objeto dado.

VP(z)

v P(t)

(2.70)

t es un término cualquera.

Introduccién del existenciador I3: Es la regla de ezistenciacidn: si un objeto
posee la propiedad P, entonces algin objeto indeterminado la posee.

P(t)

dP(z)

(2.71)

Si se escribe el cuantificador usando el simbolo de Hilbert, esta regla es equi-
valente al esquema aziomatico de Hilbert:

P(a) = P (tzP(zx)) (2.72)

Eliminacién del existenciador E3: Esta regla, (que estd obviamente conectada
con EV) legitimiza el método de la constante auziliar o método de eleccion.
La regla afirma que si a partir de la hipétesis P(z) (que depende de un
objeto cualquiera &) es posible demostrar el teorema @ (que no depende de
z) y ademas algtin @« tiene la propiedad P, entonces el teorema es valido,
independientemente del objeto utilizado.

[P(=)]  3,pP(x
- ()
Q

(2.73)

2.5.4 Ejemplos de deducciones

Examinemos algunos ejemplos de deduccién tomados de la 16gica simbélica y cldsica.

Ejemplo 2.3 (Importacién).
Demos una demostracion del principio de importacion.

1 P H;
2 Q H,
3 PQFP

4 PrQ=P I=
5 FP=(Q=P) I=

Ejemplo 2.4 (Silogismo sencillo).
El ejemplo cldsico de silogismo “Todos los hombres son mortales; S6crates es hombre
y por lo tanto, Sécrates es mortal” puede analizarse introduciendo los predicados

Hz < "z es hombre™

Mz < "2 es mortal”

y la constante s que denota a ‘Sécrates’.

1 Ve(He = Mz) H,;
2 Hs H-
3 Hy,Hy- Hs= Ms EVY
4 Hl,Hgl_MS
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De la misma manera pueden analizarse otros silogismos clasicos.

Ejemplo 2.5 (Las contradicciones implican cualquier proposicién).
El resultado de este ejemplo sorprendié mucho cuando se descubrio, a fines del siglo

pasado.

1 -P H,
2 Q H,
3 —-Q H;
4 -PQ,-QFQAN-Q IA
5 Q,-QF ——P I-
6 Q,-QFP E-
7 FQA-Q=P

Una consecuencia de este ejemplo es que en una teoria que contiene una contradic-
cién toda proposicion es un teorema. Esto hace menos que dudoso su valor para el
desarrollo de una ciencia. (Cf. Ejemplo 5.10)

2.5.5 Algunos teoremas léogicos

Daremos ahora una lista de teoremas légicos, que pueden demostrarse como los
ejemplos anteriores. Todas las demostraciones se dejan como ejercicio. En primer
lugar, mostremos que algunas de las leyes de la légica tradicional surgen como
teoremas de la presente teoria.

Teorema 2.5 (Principio de identidad).
P=P
Teorema 2.6 (Conversién).
(P=Q) < (-Q=-P)

Hay, sin embargo, propiedades nuevas e interesantes, dificiles de formular con la
l6gica aristotélica.

Teorema 2.7 (Transitividad de la implicacién).
(@=R)= ((P=Q)=(P=R))

El teorema anterior justifica una nueva regla de demostracién, llamada silogismo
hipotético:

P=Q.,Q=R-P=R (2.74)

Los conectores 16gicos V, A, = satisfacen un conjunto importante de indentidades.
Veremos que ellas son consecuencia de una estructura muy general, el dlgebra de
Boole, que subyace a la légica cldsica (Cf. Seccién 5.1).

Teorema 2.8 (Leyes de de Morgan).

~(PVQ) s (~PAQ)
“(PAQ) & (-PV-Q)

Teorema 2.9 (Propiedad conmutativa).

(PVQ)<=(QVP)
(PAQ) & (QAP)
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Teorema 2.10 (Propiedad distributiva).

[PV(QAR) < [(PVQ)A(PVR)
[PAQVR)]<[(PAQ)V(PAR)

Teorema 2.11 (Propiedad asociativa).

[PV(QVR)]<[(PVQ)VR]
[PA(QAR) < [(PAQ)AR]

Las relaciones anteriores son validas para proposiciones arbitrarias P, @, R,
contengan o no cuantificadores. Los teoremas siguientes explicitan algunas propie-
dades de los cuantificadores

Teorema 2.12 (Distributividad de los cuantificadores).

Ve(P(z) AQ(z)) & (Ve P(x) ANVeQ(z))
dz(P(z) vV Q(z)) & (JzP(x) vV IzQ(x))

Teorema 2.13 (Conmutatividad de los cuantificadores).

VeVyP(z,y) < VyVeP(z,y)
JeIyP(z,y) & JyIzP(z,y)
deVyP(x,y) = VyIzP(z, y)

La reciproca del ltimo teorema no es siempre cierta. El consecuente de la
implicacién, VydzP(x,y), afirma que para cualquier objeto y dado, existe un
objeto @ que tiene la relacién P con y. El antecedente JeVyP(x,y), por otra
parte, afirma que existe un objeto & que tiene la relacién P con todos los y. Esto,
claramente, no es cierto: por ejemplo, si P es la relacién de pareja, la primera
proposicién afirma que cada persona tiene (o encuentra) su pareja, mientras que la
segunda afirma que hay una persona que forma pareja con todo el mundo.

2.6 Lenguaje conceptual

No todos los lenguajes simbolicos son capaces de manejar conceptos; solo un sub-
conjunto son lenguajes conceptuales. Para manejar conceptos, un lenguaje necesita
simbolos especiales para designar proposiciones atdémicas; otros, los signos ldgicos
para combinarlas en proposiciones moleculares y, finalmente, especializaciones de
los mapas de interpretacion para referir conceptos.

Definicién 2.8 (Lenguaje conceptual).
Un lenguaje conceptual es un lenguaje simbdlico £ (Def. 2.1) en donde:

1. El alfabeto terminal V7 contiene un subconjunto con los simbolos légicos.

2. El alfabeto terminal contiene simbolos para designar a los miembros de un
conjunto de predicados atémicos Py.

3. El alfabeto no terminal Vi contiene los simbolos necesarios para el analisis
lingiiistico de la légica.

4. Existe un subconjunto @ # C C 2 del universo de discurso formado por
constructos, que contiene, al menos, todos los que involucran P € Py,.

Existe un conjunto de reglas de demostracion (o también, reglas de trasfor-

ot

macién) que permiten construir oraciones nuevas a partir de las antiguas.
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6. Existe una funcién, que asocia conceptos a oraciones bien formadas llamada
la funcion de designacion D.

7. Si fi1, f2 son oraciones bien formadas y D(f1) = D(f2), f1 y f2 pueden inter-
cambiarse en cualquier otra oracién bien formada de la que sean parte.

La ltima condicién es la de que oraciones sinénimas designen el mismo concepto.
La definicién 2.8 precisa las nociones intuitivas que introdujimos en la seccién 2.1.

En los capitulos siguientes precisaremos las nociones de counstructo y lenguaje
conceptual que aqui hemos eshozado.
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Capitulo 3

Clases

En el capitulo 2 hemos estudiado la sintaxis y semdntica elemental de la logica
simbolica, considerandola como un lenguaje conceptual. En la definicién 2.8 in-
trodujimos la nocién de reglas de demostracion, que permiten construir oraciones
nuevas del lenguaje a partir de oraciones conocidas. Este proceso de construccion
se llama demostracion y es esencial en la construccion de teorias.

3.1 La igualdad

La relacién binaria mas importante es, probablemente, la igualdad. Intuitivamente,
decimos que dos objetos son iguales si son indistinguibles. Como distinguimos los
objetos examinando sus propiedades, concluimos que dos cosas son iguales si y sélo
si todas sus propiedades son las mismas (Leibnitz).

Lamentablemente, el lenguaje con que trabajamos no tiene medios para construir
la proposicién “todas las propiedades”, pues el cuantificador ‘V’ se aplica a términos
que representan objetos y no a propiedades. En su lugar, introduciremos dos formas
mas débiles de la caracterizaciéon anterior.

En primer lugar, enunciaremos una forma débil del axioma de Leibnitz con el
siguiente esquema de axiomas:

Esquema 3.1 (Principio de Leibnitz atenuado).
Toda oracién de la forma:

a=b= (P(a) & P(b))
€5 UN aTIoma.

En esta forma atenuada el axioma puede interpretarse diciendo que dos cosas
iguales tienen propiedades equivalentes.
Otra forma atenuada del principio de Leibnitz surge del siguiente esquema de

axiomas:

Esquema 3.2 (“Axioma 7 fuerte”).
Toda oracién de la forma:

Ve(P(z) & Q(z)) = teP(z) = r2Q(x)

Este esquema no es tan intuitivo: afirma que si dos propiedades son equiva-
lentes para todos los objetos, los representantes de esas propiedades son iguales.
Verifiquemos que de estos esquemas se deducen las propiedades de la igualdad.
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Teorema 3.1 (Reflexividad).

T=u
Demostracion. Si P es una oracién arbitraria,
Ve(P < P)

en donde hemos empleado la regla de generalizacién universal IV sobre el teorema
P & P. Del esquema 3.2 deducimos:

72 P =12 P

El caso particular interesante de este esquema es cuando P(z) es =(z = z) &z # o
pues en ese caso hallamos

Ve(z = z)
y finalmente, por especializacién, se demuestra el teorema. ]

Las otras dos propiedades se demuestan ficilmente usando el teorema 3.1 y el
teorema de la deduccion I =:

Teorema 3.2 (Simetria).
r=y&y==z

Teorema 3.3 (Transitividad).
r=yNy=z& ==z

Las demostraciones se dejan como ejercicio.
Un predicado se llama univoco si

VeVy(P(z) ANP(y)) >z =1y (3.1)
es un teorema. Indicaremos la proposicion anterior con la notacion:
dnico z (3.2)
En ese caso, obviamente:
P(z) =z =1zP(x) (3.3)

En el caso de una relacién univoca P, el objeto particular & P(z) se llama una
descripcion definida y el simbolo de Hilbert actia como el articulo definido ‘el” en
castellano. Por ejemplo, si representamos el predicado “z es hoy rey de Francia”
con R(z) y “z es calvo” con C(z) el ejemplo de Russell “El actual rey de Francia es
calvo” puede escribirse C (rzR(z)). Sin embargo, el término designado { = 72R(z)
no satisface la relacién R(¢) y por lo tanto, designa el conjunto vacio @. Y como el
conjunto vacio no es calvo, la proposicién es falsa.

La unicidad es tan importante que existe una notacion especial para indicar que
“existe un tnico = tal que P”:

JzP(z) < 3z(P(x) A tinico z) (3.4)

Usarmos esta notacién ocasionalmente.
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3.2 Clases

El lenguaje que hemos desarrollado hasta ahora, que se llama ldgica predicativa de
primer orden, nos permite tratar con predicados arbitrarios, pero no nos permite
hablar de “todos los predicados” o “algunas relaciones”; es decir, no permite cuan-
tificar sobre los predicados. Esto es un inconveniente, tanto para el desarrollo de la
matematica como de las ciencias naturales.

Sin embargo, permitir la cuantificacion sobre predicados trae muchas dificultades
dificiles de salvar y un lenguaje dificil de manejar. En lugar de ello, introduciremos
la nocién de clase de objetos y veremos que trabajar con ellas permite reemplazar
ventajosamente la cuantificacion sobre predicados.

3.2.1 La nocidén de clase

Intuitivamente, una clase es un nuevo tipo de objeto, formada por todos los objetos
que tienen alguna propiedad comtin. Si P(z) es el atributo correspondiente a esta
propiedad, la clase P estd formada por aquellos objetos z para los cuales P(z) es
verdadero. Usaremos la notacién {z | P(z)} parala clase de objetos que satisfacen
el atributo P(z). Diremos que estos objetos pertenecen a {z | P(z)} (o también
que son elementos de la misma) y lo indicaremos en la forma: z € {z | P(z)}. De
estas consideraciones intuitivas deducimos la equivalencia:

Pz) ez e{z|P(z)} (3.5)

que se llama Principio de Quine y que muestra la correspondencia entre la no-
cién de clase y la de atributo. Diremos que la ecuacién (3.5) define una clase por
comprehensidn. La FBF {z | P(z)} se llama el clasificador.

Ejemplo 3.1 (Clase vacia).
Cualquier contradiccién define una clase que no tiene elementos. Esta clase se llama
la clase vacia. Por ejemplo:

Fd=A{z |z # =z}

Ejemplo 3.2 (Singulete).
La clase que tiene un tnico elemento se llama singulete o clase singular:

{a} = {o |2 =a}

Un singulete debe distinguirse cuidadosamente del elemento que lo compone. La
relacién entre ambos es similar a la relacién existente entre un tigre y la jaula que
lo contiene®.

Ejemplo 3.3 (Clase universal).

La clase universal U es la clase de todas las clases.

U={z|z ==z}

Para poder cuantificar sobre clases, introduciremos términos que describan cla-
ses; es decir, variables para clases y cuantificaremos sobre ellas. Asi, en vez de
hablar de “todos los predicados”, hablaremos de “todas las clases”.

Aunque una clase de objetos estd determinada por un predicado, distintos predi-
cados pueden estar satisfechos por los mismos objetos. Por ejemplo, los predicados:

"2 es un tridngulo equildtero” & "z es un tridngulo equidngulo™

1iVale la pena disitnguirlos!
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Figura 3.1: Ejemplo de diagrama de Euler

son equivalentes para todo , asi como?

"z es un bipedo implume’ < "z es un animal racional

Diremos que ambas clases tienen la misma extensidn. Cabe preguntarse si las clases
definidas por dos predicados con la misma extensién son las mismas. Admitiremos
que si; es decir, que las clases estdn determinadas s6lo por sus elementos. Esto es
un axioma llamado el principio de extensidn:

Axioma 3.1 (Principio de extensién).
Dos clases son iguales si y solo st tienen los mismos elementos:

A=B&Vz(zre As z e B)

De este postulado deducimos que la clase de tridangulos equildteros es la misma
que la de tridngulos equidngulos y que la clase de los bipedos implumes (aunque
parezca mentira) es la misma que la de los animales racionales. También deducimos
que la clase determinada por un predicado es un objeto inico y podemos definirla
con la relacién:

{z | P(2)} = taVz[z € z = P(z)] (3.6)

que nos ensefa que es el Gnico objeto formado por todos los objetos que satisfacen
el atributo P(z); y ademds que z es una variable ligada (inexistente) en la expresién
{2 P(z)} .

La introduccién de las clases permite representar en forma intuitiva relaciones
entre distintos predicados. Para hacerlo, introduciremos los diagramas de Euler.
Representaremos nuestro universo de discurso U por un drea en el plano (por ejem-
plo, un rectdngulo suficientemente grande) y distintas clases de objetos por areas
dentro de ese rectangulo. La figura 3.1 muestra las un ejemplo de diagrama de
Euler. En la seccién 3.2.2 los aplicaremos para desarrollar un algebra de clases.

3.2.2 Algebra de Clases

Es posible definir relaciones entre clases y también operaciones sobre ellas, que
reflejan el dlgebra de los conectivos légicos (cf. secciones 2.3 y 2.5.5). La figura 3.2
muestra diagramas de Euler que representan graficamente las operaciones descritas.

2Se trata de un ejemplo favorito de los filésofos, jaunque su validez sea mas que dudosa!



Comenzaremos introduciendo la nocion de subclase, andloga a la de implicacion:

Definicién 3.1 (Subclase).
P es una subclase de @) si si todos los elementos de P son también elementos de Q).

PCQdéwa(:BEPéwEQ)

Obsérvese que con esta definicién una subclase de @) puede ser igual a ). Una
subclase propia es:

PCQ¥PcorP+£Q (3.7)

Teorema 3.4.
La clase vacia es una subclase de cualquier clase P.

Demostracién. Cualquier contradiccién implica todas las proposiciones, (Cf. Ejem-
plo 2.5) y por lo tanto:

teEderter=>z€P

El andlogo de la negacién es el complemento de una clase:

Definicién 3.2 (Complemento).
La clase [ P estd formada por los elementos de U que no pertenecen a P:

CP={z]|-P(z)}

Podemos definir otras operaciones sobre clases andlogas a los operadores ‘o’ e

.

‘.y:

Definicién 3.3 (Unién).
La union de dos clases es la clase formada por los elementos de cualquiera de esas
clases:

PuUQ={z|zePVzeQ@}

Definicién 3.4 (Interseccién).
La interseccion de dos clases es la clase formada por los elementos que pertenecen
a ambos conjuntos:

Pn@Q={z]lzePAzec@}

Las operaciones de union, interseccién y complemento satisfacen propiedades
similares a la de los operadores légicos correspondientes:

Teorema 3.5 (Leyes de de Morgan).

C(PuQ)=(CPnLQ)
(Pn)=CPUCQ)

Teorema 3.6 (Propiedad conmutativa).

(PUQ)=(QUP)
(PNQ)=(QNP)
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() PCQ by CpP

) U
() PUQ (d) PNnQ

) )
(e) P—Q () PAQ

Figura 3.2: Operaciones y relaciones entre clases

Teorema 3.7 (Propiedad distributiva).
[PUQNR) =[(PUQ)N(PUR)
[PN(QUR) =[(PNQ)U(PNR)
Teorema 3.8 (Propiedad asociativa).
[PU(QUR)] =[(PUQ)U R
[PO(Q@NR) =[(PNQ)NE]

Estas identidades pueden comprobarse ficilemnte usando diagramas de Euler.
Finalmente, dos operaciones que establecen diferencias entre clases. La primera,
la diferencia de dos conjuntos es:

Definicién 3.5 (Diferencia).
La diferencia P — () entre dos clases es la clase de los elementos de P que no
pertnenecen a (Q:

P—-Q={z|zePArzgQ}
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Como se ve en la figura 3.2, esta operacion no es simétrica entre las dos clases:
refleja sélo aquello que hace a P diferente de (). Una operacion simétrica entre
ambos conjuntos es:

Definicién 3.6 (Diferencia simétrica).
La diferencia simétrica P A () entre dos clases es la unién de las diferencias:

PAQ=P QUQ-P

Existen varias otras identidades entre las distintas clases y operaciones cuya
demostracion se deja como ejercicio. Por ejemplo:

Teorema 3.9 (Complemento como diferencia).
(p=U-P
Teorema 3.10 (Diferencia como interseccién).
P-Q=pPnlQ
Teorema 3.11 (Diferencia simétrica como interseccién).

PAQ=(PUQ)NE(PNQ)

3.2.3 Clases de clases

La razén mas importante para introducir las clases es que con ellas se puede cuanti-
ficar sobre predicados. Para hacerlo, basta cuantificar sobre las clases en la misma
forma en que se cuantifica sobre los elementos. Por ejemplo, una biblioteca B es
una clase de libros | con una propiedad comin P(l) (por ejemplo, la de pertenecer
al mismo catilogo). Las oraciones

Ba = "Las bibliotecas argentinas’ (3.8)
Bx = "Las bibliotecas de la Facultad™ (3.9)

definen dos clases cuyos elementos son clases. Otros ejemplos son:

"Hay malas bibliotecas™ (3.10)

" Algunas bibliotecas son piblicas™ (3.11)

Un ejemplo muy importante de clase de clases es el conjunto de las partes:

Definicién 3.7 (Conjunto de las partes).
El conjunto de las partes (o clase potencia) de A es la clase de todas las partes de

A:
P(4) = {z | = C A}
Por ejemplo, si A = {a,b,c}, entonces:

P(4) = {2, {a} . {b} . {c},
{a,b} . {a,c}.{b,c} A} (3.12)

Otro ejemplo importante es la clase unidn de una clase de clases A.

Definicién 3.8 (Clase unién).
La clase unién de A4, [J(A) es la clase formada por los elementos de las clases de A:

JA) = {z | Vb(z € bAb e A)}
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UA | A: | "Todo S es P Ve[S (z) = P(z)]" "VexP(x)"
UN | E: | "Ningun S es P’ Ve[S (z) = —P(z)]" | "Vsz-P(z)"
PA | I: | "Algin S es P "3z[S(z) A P(z)]” MHgzP(z)"
PN | O: | "Algiin S noes P7 | "3z[S(z) A =P(z)]" | "Igz-P(z)”

Tabla 3.1: Forma candnica de las proposiciones categdricas

Por ejemplo, el conjunto unién de las bibliotecas de la Facultad de Ciencias
Exactas, es el conjunto de todos los libros que integran la facultad, pero sin repetir
ninguno®.

En forma analoga se define la clase interseccion

Ejercicio 3.1 (Clase interseccidn).
Definir la clase interseccién de una clase de clases.

3.3 La logica tradicional

La légica aristotélica ha sido la base de la filosofia hasta fines del siglo pasado. En
esta seccion mostraremos con ejemplos que toda ella puede tratarse en el marco
de la légica simbolica. Tratamientos mas completos pueden verse en las referencias

[42, 72].

3.3.1 Las proposiciones categoricas

La légica tradicional trabaja sobre la base de proposiciones categdricas, en la for-
ma sujeto-predicado. Estas proposiciones se clasifican en cuatro tipos, segin su
extensién (Universal o Particular) y su caracter (Afirmativa o Negativa). La tabla
3.1 muestra las formas de esas proposiciones y su traduccién simbélica. La prime-
ra columna de la tabla muestra el tipo de la proposicién; la segunda su nombre
tradicional, la tercera su forma “sujeto-predicado” y las dos tltimas su traducciéon
al lenguaje simbdlico en forma completa y tipificada (cf seccién 2.3.4). Asi, las
proposiciones

"Todos los hombres son mortales™

"Algunos generales son cobardes™
que tienen los tipos A e I respectivamente, pueden traducirse en la forma

Jz[G(z) A C(z)] & FgzC(x)

La dltima puede leerse en la forma “Hay algo que es general y cobarde”.

3.3.2 Inferencias inmediatas

En la légica tradicional hay varias transformaciones, llamadas “inferencias inmedia-
tas”, que solfan resumirse en el llamado Cuadro de oposicién (Fig. 3.3). La mayoria
de estas inferencias, sin embargo suponen que existe al menos un elemento en las
clases S'y P, el llamdo “presupuesto existencial”. Por esta razon, las indicadas por
lineas de punto sélo son vélidas si se anaden los axiomas "S # @7y "P # @7 [42,
Cap. 5].

3Por ejemplo, regalando los ejemplares repetidos
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Figura 3.3: Cuadro de oposicién en la légica tradicional

Las inferencias entre contradictorias (la verdad de una implica la falsedad de la
otra) son, en cambio, simpre validas. Otras formas de inferencia, como la obversidn,
también lo son. Esta tdltima transforma "Todo S es P en "Ningun S es no-P'y
es, obviamente, consecuencia de la defincién 2.47 del cuantificador universal. Otras
formas de inferencia como la conversidn, por otra parte, sélo son véalidas si se anaden
los axiomas "S # @7y "P # @7 [42, Cap. 5].

3.3.3 El silogismo clasico

La teoria de clases que hemos desarrollado en esta seccién es suficiente para analizar
el silogismo aristotélico.

Ejemplo 3.4 (Silogismo “Barbara”).
Examinemos un ejemplo cldsico de silogsismo en el modo “Barbara”:

"Todos los hombres son mortales™
"Todos los filésofos son hombres™

-. "Todos los fildsofos son mortales™

Introduzcamos los predicados

M(z) = "z es mortal”
H(z) = "z es hombre’

F(z) def Tz es filosofo™



Figura 3.4: Inclusién de clases en el silogismo “Barbara”

Obtenemos la demostracién de la conclusién en la forma:

Va[H(z) = M(z)]
F(z) = M(z)
Va[F(x) = M(z)]

8

Los pasos intermedios en esta prolija demostracion se saltean en el trabajo cotidiano
del cientifico: no son necesarios una vez que se domina una técnica y la del silogismo
es muy sencilla de aprender. Una forma muy sencilla de ver la conclusion es observar
que las clases correspondientes estan conectadas por la relacion de inclusion en la
forma:

FCHCM

como lo muestra la figura 3.4.

3.4 Teoria de conjuntos

En las secciones anteriores hemos resumido la teoria de clases en forma intuitiva, co-
mo una construccion auxiliar para cuantificar sobre predicados. La teoria intuitiva,
sin embargo, no es suficiente para tratar problemas sutiles de la teoria; en particu-
lar, para analizar en forma general la nocién de clase. Como veremos enseguida, la
cuantificacion sobre todas las clases, si no se hace en un marco axiomatico cuidado-
so, conduce a contradicciones. En esta seccion, eshozaremos una teoria axiomatica
de clases y conjuntos y examinaremos algunos tépicos “avanzados” de la teoria.

3.4.1 La paradoja de Russell

La paradoja descubierta por Russell [122] mostré que el uso intuitivo de la teoria
de clases era inseguro y podia conducir a la catastrofe. En realidad, esta paradoja
tiene sus raices en la Paradoja del Mentiroso, que ya hemos analizado (Sec. 1.2).



Ahora bien, por el principio de Quine (3.5) todo predicado P(z) define una clase
que, ademds, es 1inica por el Principio de Extensién (Ax. 3.1).

Examinemos ahora la relaciéon de pertenencia a una clase "€, definida por el
Principio de Quine. Intuitivamente, podemos particionar las clases en dos grupos:
las “clases regulares”, que no son elementos de si mismas, z ¢ = (como la clase de
los perros, que no es un perro) o las “irregulares”, que si lo son (como la clase de
los conceptos, que es un concepto).

Definicién 3.9 (Clase de Russell).
La clase de Russell es la clase de todas las clases regulares:

R=A{z|z ¢}
Ahora bien jes R regular? Usando el Principio de Quine hallamos:
RéReRe{z|z¢da} &RER (3.13)

que nos dice que R es regular si y sdlo si no es regular.

Este resultado es catastréfico: hemos dicho que una inconsistencia genera todas
las proposiciones, verdaderas y falsas, de modo que la 1égica, completada con la
teoria de clases, jresulta initil como lenguaje cientifico!

La solucién de la paradoja de Russell no puede hacerse con la introduccién de
metalenguajes: es necesario modificar drasticamente la 16gica pare evitarla. La
solucién consiste en limitar el alcance del Principio de Quine: no todo predicado
debe generar clases. Hay tres caminos para limitarlo:

Teoria de tipos: Los predicados generan clases de distintos tipos: clases de indi-
viduos (elementos primitivos), clases de clases, clases de clases de clases, etc.
El universo de discurso 2 queda estratificado en distintas componentes y éstas
no deben mezclarse entre si. Predicados como "€ conectan clases de distinto
tipo y por lo tanto oraciones de la forma = € z no son FBF’s.

Limitacién de la complejidad: Los predicados que gneneran clases no deben ser
complicados. Es irénico que un predicado de la forma = ¢ z se considere
complicado, pero en realidad, todos los predicados de esa forma (o también
de la forma x € y Ay € z, etc) se consideran “complicados”.

Limitacién de tamano: Las clases se dividen en dos grupos: las clases “pe-
quenas”, que se llamardn conjuntos y las muy grandes (tales como la clase
universal /) que se seguirdn llamado clases. Las reglas de formacién de cla-
ses deben garantizar que las clases de Russell y otras mas complejas no sean
conjuntos.

En lo que sigue, expondremos una variante de la teoria de limitacién de tamano
[1, 50, 7], que resuelve la paradoja de Russell y otras andlogas.

Para evitar paradojas como la de Russell, vamos a suponer que ciertas clases
tienen una propiedad especial: la de ser conjuntos. Simbolizaremos esta propiedad
en la forma "Cz " que se lee "z es un conjunto'. La distincion entre un conjunto y
una clase dltima (es decir, que no es un conjunto) es sutil y queda expresada por
un grupo de esquemas y axiomas que definen la teoria.

3.4.2 Axiomas de la teoria

Usaremos como lenguaje la légica, tal como ha sido explicada en los capitulos 2 y
3, incluyendo la teoria de la igualdad (Sec. 3.1). Las dificultades comienzan con la
introduccién de la nocién de clase (Sec. 3.2) y ésta es la parte que debemos revisar.



En primer lugar, Aceptaremos el Principio de Extensionalidad para las clases
(Ax. 3.1), por las razones intuitivas expuestas en la seccién 3.2.1 pero, para evitar
las paradojas, cambiaremos el Principio de Quine.

La dificultad con el Principio de Quine es que permite definir una clase por
comprehension sin ninguna limitacién. Es esta enorme flexibilidad la que genera
la contradiccién (3.13). Para evitarla, impondremos la siguiente limitacién: un
predicado P(x) genera una clase si sélo lo satisfacen conjuntos. Enunciaremos este
principio en forma de esquema de axioma:

Esquema 3.3 (Principio de comprehensién para clases).
Hay una clase P formada por los conjuntos x que satisfacen el predicado P(z):

[P(z) = Cz] = IPVe[r € P & P(z)]

Con este esquema de axioma, y el principio de extensién deducimos que z es
un objeto tnico y podemos introducir el clasificador en forma analoga a (3.6). Sin
embargo, cambiaremos su definicién para ajustarnos al esquema 3.3:

Definicién 3.10 (Clasificador).
{z | P(z)} =1aVz[z € z & P(z) ACx]

Estos dos cambios son suficientes para hacer desaparecer la paradoja de Russell:
la demostracién (3.13) se reduce a probar que la clase de Russell no es un conjunto.

Ejercicio 3.2 (Paradoja de Russell).
Mostrar que = CR.

El esquema 3.3 nos dice cémo construir una clase P que sean equivalente a un
predicado P, si se dispone de conjuntos & como para formarla, pero nada nos dice
acerca de la existencia de conjuntos. Un principio de comprehension para conjuntos
es algo mds dificil de enunciar, si se quiere evitar las paradojas. Observemos, ante
todo, que si bien el predicado P esta bien definido (en el sentido de que, en principio,
puede determinarse si un objeto z lo satisface o no), no ocurre lo mismo con el signo
‘C’. Este ultimo esta asociado a la nocién general de conjunto, que es la que deseamos
caracterizar con los axiomas de la teoria. En un principio de comprehensién para
conjuntos, pues, el predicado P no deberia contener el signo ‘C’; de otro modo
caerfamos en un circulo vicioso: jdefinir un conjunto usando la nocién de conjunto!
Llamaremos condicion débilmente predicativa* a un predicado Po(@y1 4. .. %y, ) que
no contenga el signo ‘C” en su definicién.

Para ser débilmente predicativa, P tampoco deberia contener clases tltimas
como variables libres: éstas deberian ser siempre conjuntos.

Estas consideraciones intuitivas conducen a enunciar:

Esquema 3.4 (Principio de comprehensién para conjuntos).
St las dnicas clases que satisfacen la condicion débilmente predicativa Py son con-
Juntos, existe un conjunto z formado por los conjuntos que satisfacen Pg:

/"\ Cz; | = {Ve[Po(z) = Cz] = Fz[Vu (u € z & Py(z)) ACul}
i=1

Es necesario ahora establecer qué predicados satisfacen la condicién Pp(z) =
Cz. Sorprendentemente, s6lo dos son necesarias, que enunciamos como axiomas:

4Se llama impredicativo a un constructo que contenga un circulo vicioso: el ente definido entra
en la definicién. Aclaremos que las definiciones recursivas (Sec. 1.5.4) son predicativas pues aunque
el ente definido entra en la definicién, lo hace de modo tal que se puede eliminar su presencia de
un numero finito de pasos



Axioma 3.2 (Axioma de la herencia).
Un elemento de un conjunto es otro conjunto:

Cy=(rey=Cux)

Axioma 3.3 (Axioma de las partes).
Una parte de un conjunto es otro conjunto:

Cy= (¢t Cy=_Cuz)

Ejercicio 3.3 (La clase universal no es un conjunto).
Probar que la clase universal &/ no es un conjunto: = CU.

Finalmente, incluiremos un axioma de caracter técnico:

Axioma 3.4 (Axioma de regularidad).
Todos los conjuntos son requlares:

Yy#£SANCy= JzfucyA(uNy = )]

3.4.3 Algunos teoremas

Demostremos ahora que algunas de las clases que hemos utilizado en los capitulos
anteriores existen y son conjuntos.

Teorema 3.12 (Existencia del conjunto vacio).
Jy[Cy AVz(z € y = = # z)]
Demostracidn. Como Vae(z # x = Cz) y el esquema 3.4 implica:
Ve(ez #2 = Cz) = Jy[Cy AVe(z € y = ¢ # )]
se deduce la conclusién. O
Teorema 3.13 (Existencia de pares desordenados).
CaNCb= z[CzAVu(u € z= u=aVu=Dh)

Demostracion. Se deja como ejercicio. ]

Teorema 3.14 (Existencia del conjunto unién).
Ce= Jy[CyAVz(z ey < Ju(z € uNu € r))
Demostracidn. Por el axioma de la herencia deducimos:

(CzAu€z)=Cu
(Cuhz€eu)=Cz

y de ambas:
CxANueexNzeu=Cz
Cambiando a una forma equivalente y cuantificando sobre z y u hallamos:
Ce=Vz[u(u€axAzeu)=Cz

y con ayuda del esquema 3.4 se deduce la conclusién. O



Teorema 3.15 (Existencia del conjunto de las partes).
Cy=3z[CzA(x €2z zCy)]

Teorema 3.16 (Principio de separacidén).

Sea P(x) una FBF que contiene la variable x (y eventualmente, pardmetros z;. Sea
y un conjunto cualquiera. Entonces, existe un conjunto z formado por los elementos
de y qye satisfacen P(z).

Cy= 3z[CzAVe[z € z & (P(z) Az € y)]
Demostracion. Del axioma de la herencia:
Cy=Ve[(P(z) Az € y) = Cz]
Usando el esquema 3.3 hallamos:
Cy= IzVz[z € z & (P(z) ANz € y)]
Pero como:
Ve[z €z (Plz)Az€y)=2Cy
el axioma de las partes proporcionas:
{Cy=>Vi[rcz e (Pz) Nz cy)} = Cz

Finalmente, el resultado surge de aplicar el esquema 3.4 a esta 1iltima expresién. [

3.4.4 El principio de eleccion

Entre los temas “avanzados” de la teoria de conjuntos el principio de eleccion de
Zermelo [100, 50, 14]. Intuitivamente, €l principio de Zermelo afirma que dada una
familia de conjuntos, es posible formar otro conjunto “eligiendo” un elemento de
cada uno de los miembros de la familia. Con mads precision:

Teorema 3.17 (Principio de eleccidn).
Si M es un conjunto de conjuntos no vacios y disjuntos de a pares, existe un con-
Junto que tiene exactamente un elemento de cada y € M.

Demostracion. En efecto, sea la clase:

{z | ) ulz = 72(2 € y)I}

formada tomando “un” elemento 7z(z € y) de cada conjunto de M. Pero esta clase
es un conjunto, por ser una parte del conjunto unién de M (Teor. 3.14 y Axioma

3.3). O

El principio de eleccién fue presentado como axioma por Zermelo (Axioma de
eleccién) y provocé grandes controversias a principios de siglo, originadas en su in-
terpretacién intuitiva. Su consistencia fue probada posteriormente por G%del (Véase
[50, II, §4]). El principio de eleccién juega un papel muy importante en la teoria
de conjuntos, en ramas de la matemética como el dlgebra y la topologia e, indirec-
tamente, en las aplicaciones. Por esta razén se han probado numerosos teoremas
equivalentes al principio de eleccién [100, 50].

ot
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3.4.5 El infinito

Muchos de los problemas que se presentan en las aplicaciones de la légica a otras
ciencias, sélo requieren tratar con clases (o conjuntos) finitos, es decir, aquellos
para los cuales existe una biyeccién con el conjunto {1,...,n} . Problemas de este
tipo son la aritmética, la estadistica de poblaciones o la clasificacién de especies
biol6gicas.

Sin embargo, cualquier problema sobre la evolucién temporal de un sistema
fisico o biol6gico requiere tratar conjuntos infinitos de instantes, de posiciones de
un movil ...

Existe una dificultad con la definicién anterior: la nocién de niumero se constru-
ye con la de conjunto y el conjunto de los nimeros naturales N es infinito. Se puede
evitar esta circularidad definiendo indirectamente un conjunto infinito. Para hace-
rlo, observemos que conocemos ya un conjunto: @. Con él podemos formar otro:
{@} . Con estos dos conjuntos, podemos formar un tercero: {&,{@}} y con los
anteriores, se pueden formar: {{@}}, {{2},{9.{o}}}, etc. El conjuto infinito
se construye formado todas esas “cajas dentro de cajas ... ” y agrupandolas.

El siguiente teorema garantiza la existencia de conjuntos infinitos:

Teorema 3.18 (Principio del infinito).
Existe un conjunto a que contiene el conjunto vacio @ y tal que st © € a ey € a
también (x U {y}) € a.

Ja[@ € a AV(z)Y(y)a(z U{y} € a)]
Demostracidon. Sea
P(z) =VB[@ € BAV(z)pgY(y)B(z U {y} € B) = = € B] (3.14)

una condicién sobre . La clase universal U satisface los requerimientos sobre B,
por los teoremas 3.12 y 3.14. Por lo tanto, P(z) = Cz y la condicién es débilmente
predicativa. Por el esquema 3.4 existe un conjunto a formado por los z que satisfacen

P(z). O

La construccién de las nociones de nimero, limite y otras necesarias para el
desarrollo del andlisis y las matemdticas pueden verse en la bibliografia [14, 112,

84, 7, 8, 103].

3.4.6 Conjuntos de objetos

Los axiomas que introdujimos en la seccion 3.4.2 sélo garantizan la existencia de
conjuntos formados por conjuntos (“cajas dentro de cajas dentro de cajas ... 7).
Pero en la aplicacién de la teoria de conjuntos al mundo real, es necesario traba-
jar con conjuntos formados por objetos reales® y por lo tanto, modificaremos los
axiomas de la seccion 3.4.2 para incluirlos.

Introduciremos un nuevo predicado "®(z)" que se lee “z es una cosa” o “z es
un objeto real”. El predicado:

Obz=CzVOz (3.15)

se lee “z es un objeto”. Extenderemos la nocién de una condicién débilmente
predicativa: como un predicado Po(2,1,...&,) que no contenga el signo ‘Ob’ en
su definicion. Ahora podemos reformular los axiomas anteriores con sencillez:

1. Hay una clase P formada por los objetos = que satisfacen el predicado P(z).

5El nombre tradicional en légica es “individuos”. Pero en este curso, usaremos “individuo”
para designar ciertos constructos especiales (Sec. 8.1).



2. Si las unicas clases que satisfacen la condicién débilmente predicativa Py son
objetos, existe un conjunto z formado por los objetos que satisfacen Py.

3. Un elemento de un conjunto es un ohjeto.
Los otros axiomas no necesitan cambios.

Ejercicio 3.4.
Escribir formalmente los axiomas de la teoria de conjuntos con objetos.



Capitulo 4

Relaciones

En el capitulo 3 anteriores hemos desarrollado en forma intuitiva la teoria de clases o
conjuntos. En el presente, ademas de introducir las clases asociadas a una relacion,
examinaremos varios tipos importantes de relaciones entre conjuntos.

4.1 Correspondencia

En la seccién 3.2 introdujimos la nocién de clase de objetos como equivalente a satis-
facer un predicado (3.5). Esta definicién permite reemplazar a todos los predicados
unarios P(z) por la nocién mds intuitiva de pertenencia a una clase z € {z | P(z)}.
Sin embargo, esto no acanza para trabajar con predicados més complejos, tales co-
mo las relaciones binarias. En esta seccién generalizaremos la nocién de clase como
para tratar estos casos mas generales.

4.1.1 Pares

Las relaciones binarias conectan, de alguna manera, pares de elementos pertene-
cientes a dos clases (que pueden ser las mismas). Una primera definicién de un par
de elementos es:

{a,b} = {a} U {b} (4.1)

pero esta definicidén no es suficiente pues, por el principio de extensién {a,b} =
{b,a}. Las relaciones distinguen entre los elementos a y b: a < b es muy distinto
que b < a. De alguna manera hay que marcar uno de los elementos para distinguirlo
del otro. Esto se logra con la definicion de Wiener-Kuratowski de par ordenado o
dupla:

Definicién 4.1 (Dupla (Par ordenado)).
Una dupla es el conjunto:

(a.) = {a. {a.b}}

Esta triquinuela pone una marca en el elemento a usando tnicamente la nocién
de clase. Usando el principio de extension puede demostrarse sin dificultades:

Teorema 4.1.

(a,b) = (¢, d) & a=bAc=d



Es

Figura 4.1: Ejemplo de relacién: Uso de teléfonos

Los elementos z,y del par (z,y) se llaman la primera y sequnda coordenada,
respectivamente.

Teniendo los pares ordenados, podemos definir tripletes, cuadrupletes ... Por
ejemplo, un triplete ordenado se define:

Definicién 4.2 (Triplete).

(a,b,¢) = ({a,b),c)

Un uso muy importante de las n-uplas es la definicién de objetos nuevos. Por
ejemplo, hemos definido una gramatica generativa (Sec. 1.5.2) como la cuddrupla
G = (Vr,Vn, Xy, F). Pero el mds importante es la representacion de relaciones
como clases de n-uplas. Comencemos por el caso mas simple: las relaciones binarias.

Definicién 4.3 (Grafica de una relacién).
Se llama la grifica de una relacién binaria = a la clase:

La gréifica de una relaciéon binaria es, pues, la clase de pares ordenados que
satisfacen la relacion dada. Se generaliza la nocién de coordenada a una grafica:

Definicién 4.4 (Proyeccién).
La primera proyecciéon de G es la clase de las primeras coordenadas:

pr; G = {z | Iy((2,y) € G)}
y hay una definicién andloga para otras proyecciones.

En el caso de conjuntos de partida y llegda finitos, la relacién se puede repre-
sentar dibujando los conjuntos de partida y de llegada como puntos y uniendo las
coordenadas de los pares ordenados con flechas.

Ejemplo 4.1 (Uso de teléfonos).

Un grupo de cinco empleados E = (Ej ... E5) de una empresa comparte (por razones
de economia) solamente tres teléfonos T' = (T7...T3). La figura 4.1 muestra en
qué forma lo hace como una relacién binaria. Obsérvese que no todos los elementos
de los conjuntos estdn relacionados: el empleado Ey4 (el tinico que trabaja) no tiene
asignado un teléfono.
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Figura 4.2: Producto cartesiano de A y B. La grafica de una relacién es una parte

de A x B.

4.1.2 Producto cartesiano

Es posible dar otra representacién grafica de una relaciéon binaria y, en particular,
de los pares ordenados, vdlida para representar conjuntos mas generales. Para ello,
introduciremos una nocién muy importante en el formalismo:

Definicién 4.5 (Producto cartesiano).
El producto cartesiano de las clases A y B es el conjunto de todas las duplas con
primer elemento de A y segundo elemento de B:

AxBY {{z,y) |z € ANy € B}

Para representar en forma intuitiva, grafica, relaciones binarias entre dos clases
A y B, representaremos el producto cartesiano de las mismas como una parte del
plano (Figura 4.2). Dos rectas ortogonales representardn, simbélicamente, las clases
Ay By el area del rectangulo R limitado por las rectas representara el producto
cartesiano A x B. Un par odenado se representa por un punto del plano. La grafica
de una relacién es una parte de A x B y la representaremos por un drea (o por
puntos aislados) dentro de R.

Ejercicio 4.1 (Uso de teléfonos).

Representar la relacién de la figura 4.1 como una parte del producto cartesiano.

El producto cartesiano de tres o mds clases se define de manera andloga: como
la clase de todas las n-uplas de elementos, uno de cada factor.

4.1.3 Correspondencias

Las graficas, como partes del producto cartesiano de clases, son los elementos ne-
cesarios para cuantificar sobre las relaciones. Sin embargo, trabajaremos con clases
algo mas complejas que las graficas, que describan con precisién las clases que for-
man el producto cartesiano. Introduciremos, pues, la nocién siguiente:

Definicién 4.6 (Correspondencia).
Se lama una correspondencia entre dos clases A y B al triplete:

I = (G,A,B)
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en donde G es una gréfica tal que pr; C Ay pry, C B. A sellama la clase (conjunto)
de partida de ' y B la clase de llegada.

Los conjuntos pr; G y pry G se llaman clase (conjunto) de definicidn o dominio
y clase de valores o tmagen de T'.

Ejemplo 4.2 (Uso de teléfonos).
El conjunto de definicién de la correspondencia es (E1, Es, E3, E5) (el conjunto de
los nioquis.

Las correspondencias son los objetos que usaremos para cuantificar sobre relacio-
nes. En lugar de decir “existe una relacion binaria entre objetos” diremos: “existe
una correspondencia entre dos clases”, y locuciones andlogas para el cuantificador
universal.

Definicién 4.7 (Imagen de una clase por una correspondencia).
Seal = (G,A,B)yX C A. Se llama la imagen de X por I', notada I'(X), a la clase
de los elementos de B cuyas primeras coordenadas son elementos de A:

NX)={y|3z((z,y) e GAz € X)}

4.1.4 Operaciones entre correspondencias

Introducamos ahora algunas operaciones importantes entre correspondencias:

Definicién 4.8 (Gréfica y correspondencia inversas).
La grdfica inversa de una correspondencia I', denotada G~ es la gréifica obtenida
intercambiando las primeras y segundas coordenadas de G:

G ={(y,2) | (z.y) € G}
y la correspondencia inversa de I' = (G, A, B) es:
I =(G™'.B,A)

Ejercicio 4.2 (Uso de teléfonos).

Hallar la grifica y la correspondencia inversa del ejemplo 4.1.

Ejercicio 4.3 (Imagen inversa).
Definir la imagen de un conjunto por I'"?

Ejercicio 4.4 (Inversa de la inversa).
;Cudl es la correspondencia inversa de I'? ;jPor qué?

Otra operacién importante es la composicion de correspondencias. Comenzare-
mos definiedo la composicién de graficas:

Definicién 4.9 (Composicién de graficas).

Se llama la composicion de G1 y G2 a la grafica Gg = G2 o Gy, formada por los
pares (z,z) tales que hay algin y para el cual (z,y) pertenece a G1y (y,z) a
Gg:

Gz oG = {{z,2) | (Fy)[{z,y) € G1 A (y,2) € Ga]}

Definicién 4.10 (Composicién de correspondencias).
La composicién I's oI’y de las correspondencias I'; = (G, A;, B;) es:

Fg OF1 = <G2 OGl,Al,B2>
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E;

E,

E;
Figura 4.3: Ejemplo de relaciéon: Uso de teléfonos para hablar con la novia

Ejemplo 4.3 (Uso de teléfonos).

Sea N = (Nj ... N5) las novias respectivas de los empleados E, y sea G2 la relacién
"'T; conecta con N; . La relacién "E; puede hablar con N; es la composicién de
las dos relaciones (Figura 4.3).

La composicién de correspondencias (y la de graficas) tienen la propiedad aso-
crativa:
Teorema 4.2 (Asociatividad de la composicién).
(Tg3ols)ol; =T30(l20Ty)
Ademas, vale:

Teorema 4.3 (Regla del inverso).
(To0Ty) ' =T7 0Tyt

Intuitivamente, la regla del inverso es clara: si para vestirse se debe poner pri-
mero la camisa y luego el puléver, para desvestirse se debe sacar el puléver antes
que la camisa.

4.2 Funciones

No todas las correspondencias tienen el mismo valor para la investigacién cientifica
o filoséfica. Algunos tipos especiales de correspondencia son particularmente fecun-
dos; Entre ellos, las correspondencias funcionales o funciones. Son indispensables
en las ciencias formales (Matemdtica y 16gica), juegan un papel sistematizador esen-
cial en todas las demds y forman el corazén de la filosofia exacta. Haremos en lo
que sigue un resumen de los principales resultados en la teoria de las funciones.

4.2.1 Correspondencias funcionales

Un ejemplo de correspondencia funcional es la que existe entre una vivienda y su
direccion: el cartero no necestia una descripcion detallada del edificio para encon-
trarla; basta con dar su direccién pues existe una tinica vivienda con una direccién
dada. Esta particularidad, que la primera coordenada determina en forma tnica la
segunda, es lo que caracteriza las correspondencias funcionales.

Para definir funciones, comenzaremos por definir:
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Figura 4.4: Ejemplo de gréafica funcional

Definicién 4.11 (Relacién y gréfica funcional).
Una relacién = se llama funcional si para cada = existe un tnico y (Sec. 3.1) tal
que = y. La grafica correspondiente se llama una grifica funcional.

La representacion cartesiana de una grafica funcional tiene, para cada abcisa,
una tnica ordenada, como el ejemplo de la figura 4.4.

Definicién 4.12 (Funcién (Aplicacién)).
Una correspondencia

f=(F,A B) (4.2)
es una funcidn (o aplicacidn) si:
1. Su conjunto de partida es igual a su dominio: 4 = pr; F.
2. F es una gréfica funcional.

Dada su ubicuidad, hay una elaborada (y a veces inconsistente) notacién para
funciones. Se dice que (4.2) es una funcién de A en B y se abrevia:

f:A>B (4.3)

o también, en forma ligeramente distinta:

A—T1-p (4.4)

Si(z,y) € F, se llama a y el valor de la funcién en z y se lo designa como
y = f(z) (notacién funcional) o como y = f, (notacién de indice). Por otra parte 4
se llama el dominio de la funcién y B el codominio o el rango de la funcién. Emple-
aremos con frecuencia un abuso de lenguaje muy comin en ciencia: se confunde la
funcién (4.3) con su valor en un punto f(z); es decir, se habla de “la funcién f(z)”.
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Los ejemplos del uso de funciones en ciencias son innumerables. Examinemos
unos pocos:

Ejemplo 4.4 (Posicién de un mévil).
La posicién de un mévil es una funcién del tiempo z(t). {Un mévil no puede estar
en dos lugares a la vez!

Ejemplo 4.5 (Propiedades caracteristicas).
La densidad, punto de fusion e indice de refraccion de una sustancia, en condiciones
normales de presion y temperatura, son funciones de la composicién quimica.

Ejemplo 4.6 (Herencia biolégica).
El color de ojos de una persona (fenotipo) es una funcién de la estructura genética
heredada (genotipo).

Ciertos tipos particulares de funcién son importantes.

Definicién 4.13 (Inyeccién).
Una funcién f : A — B se llama inyectiva (o también biunivoca) si diferentes
elementos de A producen diferentes elementos de B:

o #a' = f(z) # f(a')

Ejemplo 4.7 (Matrimonio).
Sea H¢ la clase de casados y M la de las mujeres. La funcién e = ("esposa de™, Hg, M)
es una inyeccién (en los paises mondégamos).

Definicién 4.14 (Suryeccién (Epiyeccién)).
Una funcién f : A — B sellama suryectiva (o también epiyectiva o dun sobreyectiva)
si todo elemento de y € B tiene un elemento correpondiente tal que y = f(z).

Ejemplo 4.8 (Madre hay una sola).
La funcién m = ("madre de”, H, M) es una suryeccién’.

Definicién 4.15 (Biyeccidn).
Una funcion es biyectiva si es a la vez inyectiva y suryectiva.

Ejemplo 4.9 (Documento de identidad).
El nimero de documento de identidad? es una biyeccién sobre el conjunto de las
personas fisicas.

Estos tipos de funciéon son especialmente importantes, pero aclaremos que mu-
chas de las funciones que utilizan en ciencia o en la vida cotidiana no pertenecen a
ninguno de estos tipos.

4.2.2 Operaciones sobre funciones

Las operaciones de inversa y composicion de correspondencias se extienden inmedia-
tamente a las funciones. La composicién de dos funciones es siempre una funcion.
Sin embargo, la correspondencia inversa de una funcién no es, necesariamente, una
relacién funcional. Pero en el caso particular de las biyecciones esto se cumple:

Teorema 4.4.
La condicion necesaria y suficiente para que la inversa de la funcion f : A — B sea
otra funcion es que f sea biyectiva.

18i se incluye a la donante de évulos para bebés de probeta.
28i se excluyen los documentos “mellizos”.
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Figura 4.5: Restriccion del dominio del seno

Definicién 4.16 (Funcién inversa).
Si f es biyectiva, se llama funcidn inversa f~! a la corresponencia inversa de f.

Ejercicio 4.5 (Inversa de funcidn compuesta).
Mostrar que la inversa de una funcién compuesta satisface la “Regla del inverso”
(Teorema 4.3)

Existe una notacién grafica muy intuitiva para expresar la composicién de fun-
ciones, que generaliza la notacién (4.3). Asi, el diagrama:

A-—1-p (4.5)
9
h %
c

expresa graficamente que h = g o f. Usaremos, ocasionalmente, estos diagramas
conmutativos.

Aunque no todas las funciones son inyectivas, es posible hacerlo con muchas de
ellas “achicando” su dominio.

Ejemplo 4.10 (Restriccién de dominio del seno).
La funcién seno no es inyectiva sobre el intervalo [—m, 7], pero si lo es sobre el

intervalo [—17, In]. (Figura 4.5).

Definimos, pues:
Definicién 4.17 (Restriccién de funciones).
Sea f: A= B, X CAeY C f(X). Si F={(z,f(z)) |z € X}, entonces la
restriccion de f a X es la funcién f | X,Y = (F,X,Y). Cuando el conjunto Y no

interesa, se usa la notacién mdas simple f | X.



Eligiendo convenientemente los conjuntos X,Y es posible obtener biyecciones a
partir de muchas funciones.

Ejercicio 4.6 (Construccidn de biyecciones).
Restringiendo convenientemente las funciones, hallar biyecciones para:

1. y=2z(1 —x)
2. y=cosx + %cosZw
3. La funcién salario docente.

La operacién inversa, la prolongacion de una funcién, se define de una forma
andloga:

Definicién 4.18 (Prolongacién de funciones).
Si f =g | X, entonces g = (G, 4, B) es una prolongacidn de g.

Ejercicio 4.7 (Prolongacidn del salario docente (?)).
De un ejemplo de prolongacién de la funcién salario docente.
Sugerencia: Considere el conjunto A’ = {docentes} U {fioquis}

4.2.3 Familias de conjuntos

Cuando se utiliza la notacién de indice para funciones, se usa también una nomen-
clatura particular. Sea f = (F, A, B) una funcién con valores f,. Llamaremos a
la grafica F' una famailia, al conjunto de partida conjunto de indices (y se utiliza la
letra I en lugar de A) y utilizaremos la notacién F' = (z;);ca(z; € B). Cuando el
rango B es el conjunto de las partes de una clase, B = P C, se habla de una familia
de conjuntos.

Ejemplo 4.11 (Personal docente).
El personal docente en una universidad se agrupa en categorias (Profesor titular,
asociado, etc.) que forman una familia de conjuntos con I = {I € N|1 <7 < 6}.

Ejemplo 4.12 (Oraciones bien formadas).
Las oraciones bien formadas de un lenguaje (Sec. 1.5) son una familia sobre el
conjunto de las partes del alfabeto terminal V.

Las operaciones de unién e interseccién se generalizan a una familia de conjuntos:

Definicién 4.19 (Unién de una familia de conjuntos).
La unién de una familia de conjuntos J,.; X; es la clase unién (Def. 3.8) de los
conjuntos de la familia.

i€l
y vale una definicién andloga para la intersecciéon. También es vélido el impor-
tante teoremas:

Teorema 4.5 (Relaciones de de Morgan para familias).
Sea F una familia de partes de una clase E. Valen, entonces, las relaciones de de
Morgan:

CeJXi=(CeX:

iel iel
Cz ﬂX.,- - U (e X,
i€l i€l

cuya demostracion se deja como ejercicio.
Introduzcamos ahora un par de familias de conjuntos importantes.
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(a) Cubrimiento

(b) Particién

Figura 4.6: Ejemplos de cubrimiento y particién
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Definicién 4.20 (Recubrimiento).
Una familia de conjuntos (X;);er es un recubrimiento del conjunto E si E C
UieI X;. Se dice, ademds que el recubrimento (Y;)rex es mds fino que que el

primero, si (VEk)g(32)1(Yr C X;).

Ejemplo 4.13 (Personal docente).
Las categorias docentes (Profesor titular, etc) forman un cubrimiento del plantel
docente.

Ejemplo 4.14 (Atlas).
Las distintas paginas de un atlas forman un cubrimiento del mapa del territorio
estudiado.

Ma4ds importante que un cubrimiento es una particién de un conjunto. En un
cubrimiento hay “zonas grises”: elementos de E que pertenecen a dos o mas X;
(Fig. 4.6). Para clasificar objetos en ciencias (o para deslidar responsabilidades en
la vida cotidiana) es necesario que no existan esas zonas grises. Esto puede lograrse
si los X; son disjuntos dos a dos:

V(L,])[(XL N Xj =9 (46)

Definicién 4.21 (Particién de un conjunto).
Una particiéon de un conjunto E es una familia X; C F de subconjuntos de E que
satisfacen:

1. Vi(X; + @)
2. V(l])(XL ﬁXJ' = @)
3. U-i X, =F

Una particién, pues, divide un conjunto en subconjuntos disjuntos; intuitiva-
mente, los elementos de cada uno de estos subconjuntos comparten una propiedad.

4.2.4 Funciones de dos (o mas) variables

Con las definiciones que hemos dado es facil caracterizar funciones de dos o mas
variables.

Definicién 4.22 (Funciones de dos variables).
Una funcién una funcién del producto cartesiano de cos conjuntos X,Y en C, f :
X xY — C se llama funcidn de dos variables.

La notacién usual es w = f(z,y) pero hay casos particulares tan importantes
que se adopta para muchas funciones de dos variables la notacidn de infijo.

Ejemplo 4.15 (Ecuacién de estado).
La ecuacién de estado de un gas describe la presién p como una funcién muy com-
plicada del volumen V' y la temperatura T'.

FiVXxT—p

Ejemplo 4.16 (Suma).

La suma de dos ntimeros reales es una funcién + : & x 8 — R. Esta funcién es tan
importante que desde tiempo inmemorial se usa para ella la notacion infijo z = z+y
para sus valores.

Ejemplo 4.17 (Operaciones ldgicas).
Las operaciones logicas son funciones de Y x V — V (Sec. 2.3).
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Ejemplo 4.18 (Predicados).
Un predicado n-ario P es una funcion:

P:ﬁQi—>{FBF}

=1

que a cada conjunto de objetos {z;...z,} le asigna una oracién P(z1,...z,).
emas, el mismo predicado define una funcién:
Ad , el dicado defi f

Py : H Q; =V
1=1
que asigna un valor de verdad a la oracién P(z1,...%,). Ambas funciones deben

distinguirse cuidadosamente aunque, por una tradicién secular, se use la misma
notacién para ambas.

4.3 Equivalencia

En esta seccion y la siguiente introduciremos varios conceptos matematicos de gran
importancia en la filosofia exacta: las nociones de equivalencia y orden sobre con-
juntos. En ambos casos, se trata de relaciones cuyos conjuntos de partida y llegada
coinciden. Diremos que son relaciones binarias sobre un conjunto.

4.3.1 Relaciones sobre conjuntos

Definicién 4.23 (Relacién sobre un conjunto).
Una relacién binaria (Sec. 2.2.1) "< est4® definida sobre un subconjunto D C
del universo de discurso si

r+71= (G, D,D) (4.7)

Asi, pues, una relacién sobre un conjunto D establece propiedades mutuas entre
los elementos de D. Estas relaciones tienen propiedades particulares, que las hacen
muy valiosas.

Definicién 4.24 (Propiedades de relaciones binarias).
Diremos que "< tiene una de las propiedades siguientes, si y solo si:

Reflexividad: V(z € D)(z < z)

Simetria: V(z e D)V(y e D)(z sy =y < )

Antisimetria: V(z € D)V(yeD)(z cyAy<sz =z =y)
Transitividad: V(z € D)V(y e D)V(z € D)(z cyAy<sz= 2 < 2)

Por ejemplo, la relacién de perpendicularidad es simétrica, aunque no es reflexiva
ni transitiva; y la relacién "confiar es reflexiva pero no simétrica ni transitiva:

en el mayor infortunio
pongan su confianza en Dios;
de los hombres, sélo en uno,
con gran precaucton, en dos.

Por otra parte, una relaciéon puede tener mas de una de las propiedades anterio-
res, tal como la relaciéon "hermano de™', que es simétrica y transitiva.

3 Correctamente, habria que decir “"7 designa una relacién binaria”. Por abuso de lenguaje,
diremos habitualmente “"7 es una relacién binaria”.
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4.3.2 Relaciones de equivalencia

Hemos visto que la igualdad tiene las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva
sobre cualquier clase (Sec. 3.1). Las relaciones de equivalencia formalizan la nocién
de similaridad entre objetos del mismo conjunto.

Definicién 4.25 (Relacién de equivalencia).

Una relacidn de equivalencia = sobre D es una relacion reflexiva, simétrica y tran-
sitiva.

Las relaciones de equivalencia abundan en la ciencia:

Ejemplo 4.19 (Parentesco).
Si se conviene en que uno es pariente de si mismo, la relacién de parentesco es de
equivalencia sobre el conjunto de miembros de una sociedad.

Ejemplo 4.20 (Paralelismo).
Si se conviene que toda recta es paralela a si misma, la relacién de paralelismo es
de equivalencia sobre el conjunto de rectas del plano.

Ejemplo 4.21 (Indistinguibilidad).

Dos cuantones* son indistinguibles si sus propiedades intrinsecas (masa, carga, spin
) son iguales. La relacién de indistinguibilidad (en mecdnica cudntica) es de

equivalencia.

Ejemplo 4.22 (Composicién quimica).
Dos compuestos quimicos son equicompuestos si tienen la misma férmula estructu-
ral.

Ejemplo 4.23 (Igualdad).

La igualdad es una relacion de equivalencia sobre cualquier conjunto D.

Las relaciones de equivalencia son importantes porque permiten definir nuevos
constructos por el procedimiento de abstraccion. Para hacerlo. mostraremos ahora

el

Teorema 4.6 (Equivalencia y particiones).
Una relacion de equivalencia = define una particion sobre D y viceversa, una par-
ticion de D define una relacion de equivalencia.

Demostracion. Los elementos equivalentes a = forman un subconjunto de D, llama-
do la clase de equivalencia de x:

R(z) = {y € D]z =y} (4.8)
Es facil ver que R(x) N R(y) es vacio o es R(z). En efecto:
z€[R(z)NR(y)] = (2 =z) A (2 =y)
y por lo tanto
R(z) N R(y) # @ = R(z) = R(y)

Por otra parte, si {A4;} es una particién de D, podemos definir una relacién de
equivalencia:

(wa)@Hi(IIEA.i/\yEAi)

4Por abuso de lenguaje, en lugar de cuantones suele decirse particulas
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Asi, pues, una relacion de equivalencia formaliza la nocion de propiedad comin
entre los elementos de un conjunto.

Definicién 4.26 (Conjunto cociente).
Se llama el conjunto cociente de D por = al conjunto de las clases de equivalencia:

(D/ =) = {B(z)|= € D}

Intuitivamente, el conjunto cociente representa el conjunto de las propiedades
compartidas por los elementos de D. Puesto que todos los elmentos de una clase
de equivalencia comparten la propiedad en cuestién, uno cualquiera de ellos puede
tomarse como el representante de la clase:

r = 1zR(z) (4.9)

En el lenguaje cotidiano, esta capacidad de cualquier elemento para ser represen-
tante de su clase de equivalencia, se expresa con la locucién “Para muestra, basta
un botdén”.

Ejemplo 4.24 (Familias).
En una sociedad, las familias son las clases de equivalencia de la relaciéon de paren-
tesco.

Ejemplo 4.25 (Direccién).
Las clases de equivalencia de la relacion de paralelismo representan la direccién de
una recta en el plano.

Ejemplo 4.26 (Particulas elementales).
Las clases de equivalencia de la relaciéon de indistinguibilidad formalizan la nocién
de tipo (o especie) de particula elemental: electrones, fotones, quarks ...

Ejemplo 4.27 (Equicomposicién).
Las clases de equivalencia de la relacion de equicomposicién formalizan la nocién
de especie quimica.
Ejemplo 4.28 (Proposiciones).
Las clases de equivalencia de la relacién de sinonimia entre oraciones formaliza la
nocién de proposicidn.
Aclaremos, ahora, la nocién de definiciéon por abstraccion:
Definicién 4.27 (Definiciones por abstraccién).

Las clases de equivalencia R(z) o su representante (4.9) definen por abstraccion un
nuevo concepto. El concepto estd representado por estos constructos.

4.4 Orden

La nocién de orden juega un papel central en la ciencia y, hasta cierto punto, la
ha originado. Asi, la clasificacién de especies bioldgicas, el andlisis gramatical del
lenguaje y la sistematizacién de datos observacionales son intentos de comprender
la existencia de una estructura de orden en la naturaleza.

4.4.1 Conjuntos ordenados

Definiremos ahora la nociéon de orden sobre un conjunto D.

Definicién 4.28 (Relaciones de orden parcial).
Diremos que =< es una relacion de orden parcial sobre el conjunto D si es reflexiva,
antisimétrica y transitiva.
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Figura 4.7: Una empresa como conjunto ordenado. La relaciéon de orden es la
jerarquia. P: Presidente; G;: gerentes; S;: secretarias; E;: empleados; Ch: el
“Chepibe”.

La expresion a =< b se lee & es menor (inferior) a y o @ precede a y. La relacién
inversa a = b < b < a también es una relaciéon de orden, que se llama el orden
mverso y se lee a es mayor que b, etc.

Definicién 4.29 (Conjunto ordenado).
Se llama conjunto ordenado al par (D, =), en donde D es un conjunto y < es una
relacion de orden parcial sobre D.

Ejemplo 4.29 (Inclusién).
La relacién de inclusién C es una relacién de orden sobre P(D).

Ejemplo 4.30 (Descendencia).
La relacion "a desciende de b7 es de orden sobre el conjunto de especies bioldgicas.

Ejemplo 4.31 (Jerarquia).
La relacion "z es jefe de y' es de orden sobre el personal de una institucién.

Ejemplo 4.32 (Una empresa como conjunto ordenado).

La figura 4.7 muestra la estructura jerarquica de una empresa como ejemplo de
un conjunto ordenado: el presidente P dispone de un conjunto de gerentes {G;}
que comparten un conjunto de secretarias {S;}. A su vez, éstas dirigen notas y
memorandos a un conjunto de empleados {E;} quienes delegan todo el trabajo en
el “Chepibe” Ch. El cardcter de orden parcial en la empresa se ve claramente, pues
un gerente no puede imponer su jerarquia a otro gerente: la relacién de jerarquia
no estd definida entre ambos.

Definicién 4.30 (Orden total).
Se dice que un conjunto estd totalmente ordenado si y sélo si para cada par de
elementos a,b vale a < bo b < a.

Un conjunto totalmente ordenado se llama también una cadena.

Ejemplo 4.33 (Magnitud).
La relaciéon < entre niimeros es de orden total.
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Ejemplo 4.34 (Cadena de érdenes).
En la empresa de la figura 4.7 el subconjunto:

P=Gy = Sy = Ey = Ch (4.10)

es una cadena. El lenguaje cotidiano ha registrado este tipo de subconjuntos como
una “cadena de mandos”: el presidente pide un paquete de cigarrillos, la orden se
transmite a lo largo de la “cadena de mando” y el “Chepibe” termina haciendo la
compra.

4.4.2 Elementos distinguidos

Las relaciones de orden permiten distinguir elementos interesantes en conjuntos
ordenados. En primer lugar, introduzcamos una generalizaciéon de las nociones
elementales de maximo y minimo:

Definicién 4.31 (Elementos maximales y minimales).
Sea (D,=) un conjunto ordenado. Se lama elemento mazimal (minimal) a un
a € D tal que

También los lamaremos mdzimo (minimo) del conjunto.

Ejemplo 4.35 (Conjunto de las partes).

Si P(E) es el conjunto de las partes de F, ordenado por la relacién de inclusién C,
E es el elemento maximal y @ el elemento minimal. Si Q = P(E) — &, entonces
todos los conjuntos unitarios son elementos minimales.

Ejemplo 4.36 (Empresa).
En el modelo de empresa, (Ej. 4.32) P es el elemento maximal y Ch el minimal.

Ejercicio 4.8.
Hallar los elementos maximales y minimales en el conjunto de taxones biolégicos,
ordenados por inclusién.

La definicién que sigue, generaliza otra nocién importante en andlisis:

Definicién 4.32.
Sea (D, =) un conjunto ordenadoy X C D. Un elemento a € D es una cota superior
(inferior) de X si

reEX=>z=<a

(zreX=>zra)

También los llamaremos, a veces, elementos mayorantes (minorantes) de X.

Obviamente, si a es cota superior de X, @’ = a también lo es. Advirtamos, sin
embargo, que un conjunto puede no tener cotas inferiores o superiores.

Ejemplo 4.37 (Clasificacién taxonémica).
En la clasificacién taxondmica, el conjunto de clases de vertebrados tiene mayorante
(el conjunto de vertebrados) pero no minorante.
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Ejemplo 4.38 (Empresa).
En el ejemplo 4.32, el conjunto de las secretarias tiene como mayorante al presidente
y como minorante al “Chepibe”.

Finalmente, introduciremos otra nocién importante:

Definicién 4.33 (Supremos e infimos).
Sea D un conjunto ordenado y X C D. Se llama supremo (infimo) de X al minimo
(maximo) de los mayorantes (minorantes).

El supremo de un conjunto X C D, si existe, se designa con la notacién a =
supp X.

Ejemplo 4.39 (Empresa).

El supremo de nuestra empresa modelo es el Presidente y el infimo el “Chepibe”®.
Por otra parte, el gerente G5 es el supremo del conjunto de secretarias {Ss, .53, .54},
mientras que el infimo es el “Chepibe”.

Ejemplo 4.40 (Intervalos racionales).
Sea Q el conjunto de los niimeros racionales y

X={zecQ0<z<V2}

Entonces: infg X = 0, pero supg X no existe.

4.4.3 El lema de Zorn

El siguiente teorema tiene una gran importancia para demostrar la existencia de
ciertos elementos maximales.

Teorema 4.7 (Lema de Zorn).
Si en un congunto ordenado Z = (A,=) toda cadena tiene cota superior, existe un
elemento mazximal de Z.

Demostracién. La demostraciéon puede verse en las referencias [100, 45] O

El lema de Zorn es equivalente al Principio de Eleccidén (Teor. 3.17) y conse-
cuencia de los axiomas de la teorfa de conjuntos (Sec. 3.4) en la teoria expuesta en
este texto.

4.5 Estructuras

Por ahora, hemos tratado a clases, conjuntos y relaciones como objetos aproximada-
mente independientes, que pueden superponerse en forma mas o menos arbitraria.
Si bien esto es cierto, existen combinaciones de clases y correspondencias espe-
cialmente importantes, sea porque son fértiles en la investigacién matemadtica, sea
porque se utilizan con frecuencia para representar propiedades de objetos naturales.
Estas combinaciones expresan la estructura de un conjunto; de su existencia depen-
de, fundamentalmente, la importancia de la teoria de conjuntos en matematicas
y en filosofia. Introduciremos, entonces, otra nociéon fundamental en la teoria: la
nocién de estructuraS.

Definicién 4.34 (Estructura).
Se llama estructura a un conjunto E = (C, R) en donde

-
° ;i Qué otra cosa podia esperarse?
SPor una vez, el nombre estd bien elegido.
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1. C es un conjunto (que puede ser una nupla ordenada),
2. R es una familia de relaciones sobre C'.
Diremos que el conjunto C tiene una estructura R.

Ejemplo 4.41 (Orden).
Un conjunto ordenado (D, <) es una estructura.

Ejemplo 4.42 (Grupo).
Una conjunto G tiene una estructura de grupo si R es una funciéon @ : G x G — G
tal que para a,b,c € G cualesquiera:

Asociativa: a ® (b®c¢)=(a®b)®¢c

Modular: J(e)gleRa=a®c=a

Invertible: V(a)gI(a gla®a ' =a ! ®a = €]
Ejercicio 4.9 (Monoide).

Defina la estructura de monoide.

Ejercicio 4.10 (Cociente).
Explique un conjunto cociente como estructura.

Diferentes estructuras jugaran un papel muy importante en el desarrollo de la
teoria. En realidad, toda teoria cientifica es una estructura, de tipo muy especial,
sobre un conjunto de proposiciones.



Parte 11

Semantica
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Capitulo 5

Teorias

Hasta ahora, nuestro tratamiento del lenguaje de la 1ogica ha sido puramente for-
mal: definimos su sintaxis, las nociones de demostracion y teorema, y lan nociones
metaldgicas de regla de prueba y metateorema. En esta seccion nos proponemos
comenzar el analisis del significado de las oraciones de la logica.

La nocién de teoria es central en la filosofia exacta de la ciencia: tanto nuestro
conocimiento del mundo exterior como el de la matematica esta estructurado en
teorfas. El objetivo de ste capitulo es elucidar esta nocién y otras conexas.

Una teoria es un sistema de proposiciones ordenadas a través de la relacién de
consecuencia ‘F’. La estructura resultante, al mismo tiempo flexible y sélida, es
la herramienta fundamental para indagar la estrucutra de la naturaleza. Es ficil
ver por qué: las proposiciones interesantes de una teoria estan interconectadas de
manera tal que la falsedad de una de ellas implica el abandono de la teoria. Cada
teoria representa, pues, una visién parcial pero coherente del mundo. Por supuesto,
esto no ocurre con proposiciones aisladas: la falsedad de una hipétesis aislada no
trae consecuencias sobre una cosmovision.

5.1 Reticulados

Todo el andlisis semédntico de una teoria se basa en un sistema pequeno de nociones
matemadticas: la de un ideal (o un filtro) sobre un reticulado. Estas nociones com-
binan estructuras de orden, algebraicas y topoldgicas para formar una armoniosa
teoria matemadtica.

5.1.1 Definicion y propiedades

Una clase particular de conjuntos ordenados tiene una gran importancia:

Definicién 5.1 (Reticulado).
Se Nama reticulado (lattice) a un conjunto ordenado (L,>) , en el que cualquier
par de elementos {a,b} tiene un supremo y un infimo:

sup{a,b} =a Y b (5.1)
inf{a,b} =a LD (5.2)

En lugar de reticulado, usaremos a veces reticulo, red o lattice.

Ejemplo 5.1 (Empresa).
Nuestro modelo de empresa (Ej. 4.32) es un reticulado.

7



30

N
<X
N

Figura 5.1: Reticulado de los divisores de 30

1

Ejemplo 5.2 (Divisores).
El conjunto de los divisores de un ndmero es un reticulado, con el minimo comun
multiplo como Y y el mdximo comin divisor como A.

Ejemplo 5.3 (Arboles).
Los 4rboles son conjuntos ordenados (por la relacién de inclusién) que no son reti-
culados: cada par de elementos tiene un supremo pero no tiene un infimo.

Se puede representar graficamente un reticulado en una forma similar a un con-
junto ordenado. Por ejemplo, el conjunto de los divisores del niimero 30 tiene la
representacion grifica de la figura 5.1

Los reticulados tienen muchas propiedades agradables, que los hacen muy ftiles
en muchas ramas de la ciencia y la filosofia exacta [8, 94, 45].

Teorema 5.1 (Propiedades generales).
En todo reticulado 1L son validas las siguientes propiedades:

Idempotencia: a Ya=a
aka=a

Conmutatividad: aYb=0bY a
ailb=bAa

Asociatividad: (aYb)Yec=aY (bY ¢)
(aYb)Ye=aY (bYe)

Absorcién: a A (aYb)=aY (a Ab)=a
Otra propiedad muy importante es el

Teorema 5.2 (Principio de conformidad).
En todo reticulado L:

a=bsaYb=b&Sailb=a

FEjercicio 5.1 (Empresa).
Verificar la validez de las leyes anteriores en el modelo de empresa del ejemplo 4.32.

5.1.2 Distributividad

Las leyes generales 5.1 son anilogas a las que valen para la suma y la multiplicacién.
En cambio, en un reticulado no es en general valida la ley distributiva.
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Figura 5.2: Reticulados correspondientes a subespacios vectoriales de R®

Definicién 5.2 (Reticulados distributivos).
Un reticulado se lama distributivo si valen las leyes distributivas:

ail(bYec)=(aArb)Y (aAiec)
aY(bic)=(aYb) A(aYc)

En caso contrario, el reticulado se llama no distributivo.

Los reticulados distributivos son importantes en logica, pues veremos que una
teoria cientifica puede definirse como una parte de un reticulado distributivo. Sin
embargo, los reticulados no distributivos juegan un papel muy importante en dis-
tintas ramas de la ciencia.

Ejemplo 5.4 (Subespacios vectoriales del espacio tridimensional).

Los subespacios vectoriales de R, el espacio euclideo de 3 dimensiones, provee de
ejemplos de reticulados distributivos y no distributivos. Formamos estos reticulados
interpretando z Y y como el plano zy (el subespacio generado por ambas rectas) y
z Ay como el subespacio generado por la interseccién de los mismos (en este caso,
el origen), La figura 5.2 muestra los correspondientes reticulados. Los dos primeros
(formados por dos juegos de ejes de coordenadas y los planos correspondientes) son
distributivos. El tercero nolo es: u A (z Y y) = u, pues el eje u yace en el plano zy
mientras que (v A z) A (v A y) = 0 pues las rectas u,z e y se cortan en el origen.

El siguiente teorema caracteriza a los reticulados no distributivos:
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Figura 5.3: Los subreticulos N5 y Mj

Teorema 5.3 (“Teorema Ny — M3”).
Un reticulado es no distributivo si y sdlo si contiene un subreticulo con las estruc-
turas M3 o N5 (Fig. 5.3).

La demostracién puede verse en la referencia [45].

5.1.3 Algebras booleanas

Los reticulados mas importantes, desde nuestro punto de vista, son las algebras
de Boole: un tipo de reticulado que aparece, no solamente en la légica (donde se
los introdujo por primera vez) sino también en ontologia, epistemologia y otros
problemas filosdéficos. Para definirlos, necesitamos introducir previamente otras
nociones importantes.

Se laman cotas universales (si existen) a dos elementos I y O tales que:

V(z € L)(O < z < T) (5.3)

En la teoria de reticulos, el complemento de un elemento se designa con una
prima: ba = a'.

Teorema 5.4 (Complementos en reticulados distributivos).
En un reticulado distributivo L, el complemento de un elemento (si existe) es tinico
y satisface la leyes:
Involucién: (a’') =a
Dualismo: (a Y b) =a' A YV
(arb) =d YV
Complementacién: a A a' =0
aYad =1
FEjercicio 5.2 (Empresa).
{Cudles son las cotas universales de la empresa modelo?

Ejemplo 5.5 (Conjunto de las partes).
Las cotas universales de P(F) son E'y &.

A veces, es posible completar un conjunto ordenado y transformarlo en un reticu-
lo anadiendo una cota universal apropiada. Por ejemplo, un arbol puede transfor-
marse en un reticulo si se anade un elemento ficticio ‘L’ tal que para cualquier par
de hojas a y b, a A b= 1.
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Figura 5.4: Ideales y filtros en el modelo de empresa: los elemetos unidos por flechas
rayadas indican el ideal de la secretaria S3, mientras que las puntedas indican el
correspondiente filtro

Definicién 5.3 (Algebra de Boole).
Un dlgebra de Boole es un reticulado distributivo, con cotas universales.

Como veremos, las algebras de Boole juegan un papel muy importante en la
estrucutra de teorias.

5.1.4 Ideales y filtros

Definicién 5.4 (Subreticulo).
Un subreticulado S del reticulado L es es un subconjunto de L, que es también un
reticulado con respecto de las operaciones Y y A.

Por ejemplo, cualquier elemento de un reticulado es un subreticulado. M3 es un
subreticulo del lattice de subespacios vectoriales de R®.
Dos subreticulados particulares son importantes en el andlisis de teorias cientifi-

cas [94, 82, 45].

Definicién 5.5 (Ideales y filtros de un reticulo).
Un ideal sobre un reticulo L es un subconjunto no vacio J de L, tal que

l.acJAhz<a=z¢€]
2.aeJAbel=aYvbel]

Un filtro sobre L es un ideal correspondiente al orden opuesto >.
Un caso particular importante de ideal sobre un reticulo es

Definicién 5.6 (Ideales y filtros principales).
El subconjunto J(a) = a A L es el conjunto de todos los elementos que preceden a
a:

J(a) = {z|z 2 a}

Los ideales de esta forma se llaman ideales principales. El conjunto dual se llama
filtro principal.
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Ejemplo 5.6 (Ideal y filtro en el modelo de empresa).
La figura 5.4 muestra el ideal y el filtro de la secretaria S3: recibe 6rdenes de los
miembros del ideal (Presidente y gerente G2) y las da a los del filtro.

Entre los ideales (filtros) de un reticulado, existen algunos que son particu-
larmente interesantes. Los ideales (filtros) mazimales cubren completamente el
reticulado. Con m4s precision:

Teorema 5.5 (Ideales y filtros maximales).
Sean J un ideal y K un filtro, disjuntos sobre .. Entonces, existen un ideal J' D J
y K DK tales que L=J UK.

Elideal J' se llama un ideal maximal sobre L y K/, un filtro maximal.

5.2 Contextos y teorias

La nocién de teoria cientifica juega, en la filosofia que estamos exponiendo, un
papel fundamental. Analizaremos, por lo tanto, su estructura formal para después
estudiar su significado.

5.2.1 Contextos

Las propiedades formales de una teoria son especialmente claras si ésta se estudia
como caso particular de sistemas de proposiciones mas generales. Comencemos,
pues, por estudiar estos sistemas de proposiciones:

Definicién 5.7 (Contexto).
Dado un lenguaje conceptual £ llamaremos un contezto C a la terna (S,P,D),

donde:

D es una parte de €

P es un conjunto de predicados P, tales que R(P) C D C Q;y

S es un conjunto de enunciados de £, donde sélo aparecen predicados P € P.

En el capitulo 6 examinaremos con precisién la nocién de clase (o conjunto) de
referencia R. Informalmente, es el dominio comiin de los predicados de P.

Sea ahora Cy = (So, Py, D) un contexto dado. El conjunto de enunciados Sy no
tiene, en general, una estructura definida y lo mismo ocurre con Py. Podemos, sin
embargo, estructurarlo si afadimos todas las proposiciones (enunciados o funciones
proposicionales) que pueden formarse a partir de Sy aplicando todas las operaciones
logicas entre los elementos que los componen. Pero ademas, serd conveniente otro
paso: identificar las proposiciones logicamente equivalentes. En efecto, si Py Q
son dos enunciados arbitrarios, la relacion P < @ es de equivalencia sobre Sj.
Definiremos pues S como el conjunto completado S’ dividido por ‘<’. El conjunto
S es ahora cerrado: si Py @@ son dos enunciados arbitrarios, - P, PV @, P A @,
Vz P, etc, pertenecen también a S. El nuevo contexto C = (S,P, D) se llama un
contexto cerrado.

Definicién 5.8 (Contexto cerrado).
Se llama contexto cerrado a una estructura

C=(S,P,D)
en donde

1. C es un contexto
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2. S es cerrado respecto de las operaciones logicas, incluyendo cuantificacion.

Ahora bien, el conjunto de todas las proposiciones p € S forman un &dlgebra de
Boole. En efecto, el conjunto S estd ordenado por la relaciéon de deduccion . Esta
es una relacién de orden parcial, donde todas las consecuencias de los axiomas, sus

negaciones, etc., y de otras teorias auziliares estan ordenadas por F; mas precisa-

mente, definimos P < @) def Q@ F P. Sobre este conjunto ordenado, las operaciones

A,V,— satisfacen las mismas propiedades formales que las A, Y., y por lo tanto
S es un reticulado distributivo y complementado con respecto de las operaciones
l6gicas. También existen dos cotas universales: toda tautologia la identificaremos
con O y toda contradiccién con I. De esta manera, puede demostrarse el:

Teorema 5.6.
El conjunto de proposiciones S, ordenado por &= es un dlgebra de Boole con V, A, -
como operaciones.

Un resultado andlogo vale para los predicados. Definamos:
Definicién 5.9 (Operaciones sobre predicados).
(=P)(z) = ~P(z)
(PAQ)(z) = P(z) AQ(=)
(PVQ)(z) = Pz) VQz)

Con estas definiciones es facil demostrar:

Teorema 5.7 (Algebra booleana de predicados).
El congunto de todos los predicados definidos sobre un subdominio comun E C D es
un dalgebra de Boole.

5.2.2 Tenor y discurrencia

Examinemos ahora el conjunto de proposiciones asociadas a un constructo dado en
un contexto cerrado C. Lo caracteristico de un contexto es que las proposiciones que
contiene no estan aisladas: cualquiera de ellas esta conectada con otros constructos
por las reglas de la logica.

Sea entonces un constructo & contenido en un contexto cerrado C. Comencemos
por definir:

Definicién 5.10 (Tenor).
El tenor de un constructo z es el ideal maximal generado por z (es decir, el conjunto
de las proposiciones de las que se deduce z):

J()={y [y Fx} (5.4)

Definicién 5.11 (Discurrencia).
La discurrencia de un constructo z es el filtro maximal generado por z (es decir, el
conjunto de proposiciones consecuencia de z):

Flz) ={y |z F y} (5.5)

Las dos definiciones anteriores son, por supuesto, duales entre si. Veamos un
ejemplo importante.

Ejemplo 5.7 (Ley de la gravitacién universal de Newton).

Examinemos algunos de los elementos del tenor y de la discurrencia de la ley de
la gravitacién universal de Newton [20]'. Esquematizaremos su formalizacién de la
siguiente manera:

1Nos limitamos a los asectos sintdcticos de la teoria. El anélisis semdntico lo esbozaremos a lo
largo del curso.
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Axioma 5.1 (Ley de poisson).

V24 = 4nGnp (5.6)

Definicién 5.12 (Densidad de un punto masa).

plx) = mi(r)

Definicién 5.13 (Fuerza).

F=-m'V¢

Teorema 5.8 (Potencial de un punto masa).

¢:GNT
,

Teorema 5.9 (Ley de gravitacién universal).

F = GNmm'L

)
Teorema 5.10 (Ley de accién y reaccidn).

Fis = —Fyy

Teorema 5.11 (Aditividad de fuerzas).
Las fuerzas producidas por dos o mds puntos masa son aditivas.

Teorema 5.12 (Fuerza en el interior de una céscara esférica).
La fuerza newtoniana en el interior de una cdscara esférica se anula.

Teorema 5.13 (Atraccién de una esfera).
Una esfera atrae un punto masa como si toda su masa estuviera concentrada en el
centro.

El tenor de la ley de Newton (Teorema 5.9) es el conjunto:
{Ax. 5.1, Defs. 5.12 y 5.13,Teos. 5.8 y 5.9} (5.7)
Y su discurrencia es:
{Teos. 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13...} (5.8)

Advirtamos, sin embargo, que no hemos caracterizado completamente la te-
oria: para hacerlo, tendriamos que enunciar un nimero considerablemente mayor
de axiomas
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5.3 Teorias

Estamos ahora en condiciones de describir rigurosamente una teoria cientifica. En el
capitulo 2 definimos provisoriamente una teoria como el conjunto de proposiciones
que se deducen a partir de los axiomas. También caracterizamos (provisoriamente)
a las constantes de la teoria como el conjunto de letras que aparece en los axiomas.
Vamos a refinar estas definiciones utilizando la nocion de contexto.

5.3.1 Bases de una teoria

Sea, entonces, un contexto cerrado C = (S, P, D).

Definicién 5.14 (Base axiomadtica).

Sea A = |Ji—_,{A;} una parte de S, que llamaremos el conjunto de los aziomas de
la teoria. Este conjunto puede ser finito o infinito, pero en este tltimo caso deben
existir, necesariamente, uno o mas esquemas de axioma. Se llama la base azromdtica
B4 de una teoria 7 a la conjuncién de los axiomas:

Ba= /"\ A;
i=1

Por otra parte, los axiomas de la teoria atribuyen determinadas relaciones a
objetos del universo de discurso € (cf. Seccién 2.2.1). Estos objetos se denotan con
letras u otros simbolos tomados del alfabeto terminal del lenguaje conceptual con el
que trabajamos, que no son otra cosa que las constantes de la teoria (Precisaremos
las nociones designacién y denotacién en el capitulo 6).

Definicién 5.15 (Base primitiva (o conceptual)).
Se llama base primitiva Be de una teoria al conjunto de conceptos denotados por
las constantes de la teoria.

Ahora podemos dar una definicién rigurosa de teoria.

Definicién 5.16 (Teoria formalizada).
Una teoria formalizada en un contexto C es la discurrencia (el filtro maximal, con-
junto de las proposiciones que se deducen) de la base axiomatica:

T ={z|Bgt z} (5.9)

Una teoria cientifica no estd aislada: cualquier teorfa (excepto la 16gica) pre-
supone proposiciones tomados de otras teorias. Por ejemplo, la teoria de grupos
presupoune la teoria de conjuntos y la mecdnica clasica alguna teoria del espacio y
del tiempo. El contexto cerrado C contiene, pues, no solo proposiciones de la teoria
T sino también proposiciones tomadas de un acervo previo de presupuestos Bp.

Esto sugiere la siguiente defincion:

Definicién 5.17 (Aspecto Principal de una teoria).
Sea Bp C S el acervo previo de una teoria con base axiomatica B 4. Se llama el
aspecto principal de la teoria al tenor de 7.

Es bastante evidente que el aspecto principal de T es B4 U Bp. El aspecto
principal de una teoria, pues, resumne el conjunto de todos los supuestos con que se
ha construido. Por otra parte, estos supuestos son de varios tipos: las proposicio-
nes puramente légicas (o tautologias) L; las proposiciones pertenecientes al acervo
previo y la base axiomatica. Podemos clasificar las proposiciones de esta tltima en
tres grandes grupos:



Axiomas formales o matemadticos: Enuncian propiedades formales de los con-
ceptos de la teoria.

Axiomas semdnticos: Establecen reglas de denotacién o hip6tesis de representa-
cién para los simbolos.

Axiomas factuales: Enuncian leyes o atribuyen propiedades a los objetos de la
teoria.

Desde este punto de vista, los teoremas de la teoria son los elementos de la
discurrencia, la base axiomadtica es la interseccién de la discurrencia y el aspecto
principal. Compadrese esto con un punto de vista sicoldgico, que considera a los
axiomas como “proposiciones evidentes” y a los teoremas como “proposiciones no
evidentes”.

En una teoria formalizada, las definiciones juegan el papel de abreviaturas: son
eliminables(al menos, en principio), en el sentido de que, en cualquier punto de la
teoria, puede reemplazarse el ente definido por el definiente.

5.3.2 Comparacion de teorias

Desde el punto de vista de la ciencia y la filosofia, es muy importante la capacidad
de comparar dos teorias cientificas. Preguntas como

e ;Es la 6ptica un caso particular de la teoria electromagnética?
e ;Esla mecanica ondulatoria mas general que la mecanica de matrices?

o ;Cudl es la conexién entre la quimica (considerada como un conjunto de te-
orias) y la fisica?

son comunes e importantes en la investigacion cientifica cotidiana y en el andlisis
filosético de la ciencia.

Examinaremos un criterio de comparacién de teorias. En particular, interesa
formalizar la nocién de generalidad. Esto puede lograrse de la siguiente manera:

Definicién 5.18 (Fuerza de una teoria).
Una teoria 7' es mds fuerte que otra teorfa T si

1. Los simbolos de T son simbolos de T’
2. Los axiomas de 7 son teoremas de T’
3. Los esquemas de T son esquemas de T’

La relacién de fuerza logica es de orden parcial entre el conjunto de teorias. Esta
conduce a una caracterizacion muy simple de la fuerza cuando las dos teorias estdn
definidas sobre el mismo contexto cerrado:

Teorema 5.14 (Caracterizacién de fuerza relativa).
Una teoria T', definida sobre un contexto cerrado C es mds fuerte que otra T sobre
el mismo contexto, si la sequnda es un subfiltro de la primera.

Ahora podemos definir:

Definicién 5.19 (Generalidad).
Una teoria 7 es mds general que T si es menos fuerte.

Ejemplo 5.8 (Electromagnetismo y 6ptica).
La teoria electromagnética es mds general que la ptica.
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Finalmente, definimos la nocién:

Definicién 5.20 (Isostenia de teorias).
Dos teorias definidas sobre el mismo contexto cerrado C son isosténicas si cada una
es mas fuerte que la otra.

Por lo tanto, dos teorias isosténicas tienen los mismos teoremas aunque, por lo
general, en distinto orden. La isostenia es una relacién de equivalencia, importante
en la filosofia de la ciencia: dos teorias isosténicas describen los mismos fenémenos
naturales aunque (como veremos) tienen significados diferentes.

Ejemplo 5.9 (Formulaciones de la mecénica cudntica).
La mecanica ondulatoria y la de matrices son isosténicas.

Observemos que la comparacién de teorias es posible si ambas estan formaliza-
das; con mas precision, si tienen explicita su estructura axiomatica. La comparacién
de teorias retdricas (es decir, no formalizadas) conduce a resultados ambiguos.

5.3.3 Propiedades de teorias

Una teoria es un sistema de proposiciones ligadas por la relacién de consecuencia
‘" y por lo tanto debe satisfacer ciertos criterios de razonabilidad. El primero y
mds importante es el de consistencia.

Definicién 5.21 (Consistencia).
Una teoria T es inconsistente si se puede demostrar una contradicciéon: - P A —P.
En caso contrario, la teoria se llama consistente.

Una teoria inconsistente es inttil desde el punto de vista cientifico pues en ella
toda proposicién es un teorema

Teorema 5.15.
Una contradiccion implica toda proposicion.

Ejercicio 5.3.
Probar el teorema 5.15.

Ejemplo 5.10 (Hegelianismo).

El hegelianismo (la filosoffa de Hegel) incorpora las “contradicciones” como una
parte de la “logica hegeliana”. Las contradicciones entre una “tesis” y una “antite-
sis” se resuelven en una “sintesis”. Pero, del teorema 5.15, deducimos que en el
hegelianismo se pueden probar todas las propsiciones, incluyendo

TEl hegelianismo es falso™

Una teoria consistente tiene una caracterizaciéon muy simple en un contexto
cerrado: el filtro generado por los axiomas no contiene el supremo I. Se trata, pues,
de un filtro propio y, por tratarse de un filtro maximal, sea un elemento, sea su
complemento pertenecen a 7 : la teoria consistente es un ultrafiltro.

Otra condicién importante es la de completitud.

Definicién 5.22 (Completitud).
Una teoria se llama completa si anadir a los axiomas cualquier proposiciéon que no
es un teorema la hace inconsistente.

Teorema 5.16 (Caracterizacién de completitud).
En una teoria completa, toda proposicion P o su negacion es un teorema.
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Intuitivamente, en una teoria completa toda proposicion verdadera es demostra-
ble. En realidad, las cosas no son tan faciles: la nociéon de completitud sintdictica
5.22 es m4s fuerte (menos general) que la nocién semdntica, que hemos enunciado
informalmente.

La nocién de completitud que acabamos de introducir es excesivamente fuerte
para aplicarla a las ciencias naturales. En éstas, nuestro conocimiento esta limitado
por razones obvias: el mundo real es mucho mas rico que cualquier universo de
discurso €2, y este 1ltimo. a su vez, es mucho mds rico que cualquier conjunto de
datos o de hechos observados. Las definiciones que siguen son suficientes para las
aplicaciones de la logica a las ciencias facticas:

Definicién 5.23 (p-Completitud).
Una teoria factual 7 es p-completa si su base axiomética es suficiente para carac-
terizar la base primitiva correspondiente.

Por caracterizacidn de un concepto, entendemos la atribucion de sus principales
propiedades.

Definicién 5.24 (d-Completutud).

Una teoria factual T es d-completa si los principales resultados (por ejemplo, prop-
siciones factuales contrastables con el experimento) se pueden probar a partir de
los axiomas.

5.3.4 TUn ejemplo de teoria

Vamos a dar un ejemplo sencillo de teoria sobre un contexto cerrado Coy ([103],
§1-8). Se tratara de una teoria abstracta: no hay, por el momento, ningiin mapa
de interpretacion. Veremos, en capitulos sucesivos, cdmo puede enriquecerse este
sencillo modelo para “aproximarlo a la realidad”.

El contexto Cy = (S5, Py, D) estd especificado por las siguientes ecuaciones:

Py = {Ds(r. P,Q)} (5.10)
D ={Py,P5,P;.712,723,731} (5.11)

Es decir, nuestro contexto contiene un tinico predicado (simbolo) D; y nuestro
universo de discurso contiene seis elementos. S, en cambio, es un conjunto muy
grande: estd determinado por todas las proposiciones deducibles de los axiomas
(y sus conjunciones, negaciones, etc.). Convendremos en que D; se lee “P y @
determinan un r”.

Enunciaremos ahora el conjunto de axiomas de la teoria.

Axioma 5.2.
Dos P determinan un r unico:

VpPVpQ3ip!rDi(r, P, Q)

Axioma 5.3.
Cada v estd determinado por (al menos) dos P distintos.

Vprip(P,Q)D:(r, P, Q)

Definicién 5.25.
P pertenece a v (o r pasa por p) si hay algiin () que junto con P determina a 7.

P cr < EiDQ(l)t(”a?‘P(i?) VDt(Tvap))
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Axioma 5.4.
Por cada P pasan dos v distintos.

VpP3p(r,s)(PErANP esAr#s)

Los axiomas anteriores caracterizan los P y los . Examinemos algunos teoremas
sencillos que pueden deducirse de los axiomas:

Teorema 5.17.
Egzisten (por lo menos) tres P distintos.

Teorema 5.18.
Ezisten (por lo menos) tres v distintos.

Ejercicio 5.4.
Demostrar los teoremas 5.17 y 5.18.
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Capitulo 6

Modelos

La ciencia, formal o factual, trabaja construyendo modelos de los fenémenos que
estudia. Esto ya habia sido observado por el gran fisico teérico Ludwig Boltzmann

(citado en [118]):

Los modelos tienen gran importancia en las ciencias matematicas, fisicas
y mecdnicas. Hace tiempo ya, la filosofia percibié que la esencia de
nuestro proceso de pensamiento yace en el hecho de que ligamos a los
varios objetos que nos rodean, atributos fisicos particulares —nuestros
conceptos—y por medio de ellos tratamos de representar estos conceptos
en nuestras mentes.

Este proceso de modelizacion, esencial en la interpretaciéon de teorias factuales,
procede por varias etapas que examinaremos en este capitulo.

6.1 La nociéon de modelo

Comenzaremos por estudiar la interpretacién de una teoria 7 definida sobre un
contexto C. Aunque nuestro interés principal es el estudio de teorias factuales,
comenzaremos por teorias abstractas para después estudiar modelos factuales.

6.1.1 Modelos

Dada una teoria 7, sobre un contexto C, consideremos la subteoria (teoria mds
débil) 7' derivada del subconjunto de los axiomas formales {AF. Esta teorfa se
llama abstracta, pues no utiliza ninguno de los axiomas semanticos.

Consideremos ahora otra teoria M, que construiremos de la siguiente manera: en
la nueva teoria, conservaremos todos los predicados (y por lo tanto, la forma de las
proposiciones primitivas) de 7 pero cada una de sus constantes la reemplazaremos
por un término nuevo t; = p(c;). A través de esta funcién p, cada proposicién de
STlei] € T, se transforma en una proposicién de M que menciona a los términos ¢;
en donde se mencionaban las constantes ¢;. Diremos que M es un modelo sintdctico
de T. Teoria y modelo, pues, difieren sélo en la base primitiva. Mas formalmente:

Definicién 6.1 (Modelo sintdctico).

Sea T una teoria, {c;} el conjunto de sus constantes y B4 su base axiomdtica. Sea
M otra teoria, {t;} un conjunto de términos y B’ su base axiomatica. Silas teorias
tienen los mismos simbolos, los mismos esquemas y existe una funcién p : T — M
tal que para cada proposicion S:

ti = ples)
Smlti] = p(Stleil)
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Tabla 6.1: Tabla de multiplicaciéon de Cf

entonces, M es un modelo de T.

Definicién 6.2 (Interpretacién formal).
Diremos que el par ordenado (M, p1) es una interpretacion formal de la teoria T.

Mucho mds interesante es el caso en que la funcién g transforma simbolos en
conjuntos: en ese caso estamos en presencia de un interpretacion semantica. Hemos
visto, en el capitulo 3 que todo predicado P(z) puede reemplazarse por la clase de
los elementos que lo satisfacen P. Podemos usar esta transformacion para construir
un modelo semdntico. Para ello, reemplazaremos las constantes ¢; por elementos
del universo de discurso a; € ); en particular, cada uno de los predicados P € PP por
una correspondencia sobre el producto cartesiano de partes del universo de discurso
(Cf. Cap. 4). De este modo, todas las FBF’s de la teorfa pueden interpretarse
como relaciones sobre el universo de discurso o su conjunto de las partes. Con mas
precision:

Definicién 6.3 (Modelo e interpretacién semaénticos).

Sea T una teoria definica sobre un contexto C = (S,P,) y sea M un modelo
formal de 7. Si M es una teoria de conjuntos y p transforma las constantes de T
en elementos de 2 y los predicados de P en correspondencias sobre P2, entonces
diremos que M es un modelo semdntico de T y que el par ordenado (M, i) es una
interpretacion semdntica de T .

Desde ahora en adelante, trabajaremos inicamente con modelos seménticos.

6.1.2 Ejemplos

Ejemplo 6.1 (Un ejemplo sencillo).
Una interpretacion de la teoria abstracta sencilla desarrollada en la seccion 5.3.4,
se obtiene con la funcion:

{A,B,C} = u({P1,P>,P3})
{a,b,c} = p({res.731,712})

que asocia a los P los vértices de un triangulo y a los r los lados opuestos. El
modelo de la teoria abstracta describe un tridngulo geométrico.

Ejemplo 6.2 (Rotaciones de un tridngulo equildtero).

Un ejemplo mas interesante es la interpretacion del grupo ciclico de tres elementos,

C5 como grupo de rotaciones del triangulo equildtero. El grupo Cs contiene tres

elementos {I, R, R'}, y la ley de multiplicacién @ estd definida por la tabla 6.1.
Construiremos nuestra interpretacién en dos etapas.

1. La funcién p; asocia a cada elemento del grupo una permutacion de un conj-
nuto de tres elementos {4, B,C}:

I=(A,B.C); R=(B.C,A); R =(C.A,B)
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Figura 6.1: Rotaciones de un tridngulo equlatero

2. La funcién ps asocia el conjunto de tres elementos {A, B, C'} a los vértices del

tridngulo AABC.

3. La funcién de representacién final es:

p= p2 0 p1

y se representa en la figura 6.1: a cada elemento del grupo le corresponde una
rotacion del tridangulo que lo deja invariante.

6.1.3 Modelos, lenguaje y metalenguaje

Como lo habré advertido el lector atento, un modelo M de una teoria formulada
en un lenguaje objeto Ly pertenece al metalenguaje (a algiin metalenguaje) Li>q-
La funcién p transforma elementos del lenguaje objeto (las constantes, en este
caso) en elementos del metalenguaje. Por ejemplo, en el caso de una interpretacién
semantica, los conjuntos y correspondencias que se usan en el modelo pertenecen
al metalenguaje. La interpretacién de la teoria se reduce, por lo tanto, a establecer
una correspondencia entre ambos lenguajes.

6.2 Nombres

Uno de los dichos mas comunes en la conversacion cotidiana es “Para comprenderse,
hay que ponerse de acuerdo sobre el significado de las palabras”. Esto es méas facil
decirlo que hacerlo, pues en la ciencia las palabras toman significados diferentes de
los habituales. Por ejemplo, en matematicas anillo y grupo tienen significados muy
distintos de los que les atribuimos en la vida cotidiana.

La manera de atribuir un significado a un término es establecer un diccionario:
una funcién que conecte cada término con su significado. Esto puede hacerse de
dos maneras: en la concepcidn mdgica del lenguaje se supone que los nombres de
los objetos estdn conectados en forma no trivial con los mismos [11]:

Si (como el griego afirma en el Cratilo)
El nombre es arquetipo de la cosa,
En las letras de rosa estd la rosa

Y todo el Nilo en la palabra Nilo.

Esto no ocurre habitualmente en la ciencia, aunque hay excepciones. En el excelente
libro “Electrodindmica” de Sommerfeld [132] se lee:
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Vemos que, con unidades racionalizadas, el factor 4n aparece para la
esfera, donde pertenece; con unidades convencionales flata para la esfera
y aparece para el condensador plano, adonde no pertenece.

Este texto esta redactado de tal modo que parece restringir al factor 47 a las
ecuaciones que surgen en un contexto de simetria esférica. Con el mismo criterio,
se deberfa “racionalizar” el teorema de Cauchy (al menos cuando los contornos de
integracién sean rectdngulos) o la ecuacién de difusién (donde el factor /27 aparece
por normalizacién). En todos estos casos, el factor aludido puede eliminarse de la
ecuacion con la que uno desea trabajar, a costa de hacerlo aparecer en otro lado.

La asignacién de nombres en la ciencia (asi como sistemas de unidades, etc.) se
hace por convencién, en forma arbitraria aunque consistente y una filosofia exacta
de la misma debe adherirse a esta concepciéon. En este sentido, la ciencia toma la
actitud shakespeareana hacia los nombres [129]:

What’s in a name? That which we call a rose
by any other name would smell as sweet.

La asignacién de significado a los términos (casi exclusivamente a las constan-
tes de una teoria) se complica en el caso de teorias factuales por la necesidad de
distinguir entre objetos ideales (es decir, constructos) y objetos reales (o cosas) en
Q.

Esta distincion es importante: las teorias cientificas utilizan los constructos pa-
ra describir las cosas que son su objeto de estudio. Asi pues, un electrén libre
se representard con una determinada representacion irreducible de grupo de Poin-
caré (p",m.); un gas real con su ecuacién de estado p = f(V,T) (o con la funcién
termodinamica fundamental U = U(S,V)) y una especie biolégica con el conjunto
de atributos del ejemplar tipo. Por otra parte, los constructos se representan a
través de otros constructos: funciones, conjuntos, etc., con los que se los construye.
En este 1ltimo caso, el objetivo de un nombre es abreviar una exposicién, mientras
que en el primer caso se trata de individualizar un objeto del mundo real. Nece-
sitamos, pues, dos funciones: una para dar nombres a constructos y otra para dar
nombre (a través de un constructo, por supuesto) a un objeto real.

Definicién 6.4 (Designacién).
Sea N' = {z} el conjunto de los términos de una teoria 7 y C el conjunto de
constructos. La funcidn de designacidn:

D:N = P(C)
asocia un nombre (término) a conjuntos de constructos.

Definicién 6.5 (Denotacién).
Sea N = {z} el conjunto de los términos de una teorfa 7y D C Q el universo de
discurso de la teoria. La funcidn de denotacidn:

D: N — P(Q)
asocia un nombre (término) a conjuntos de objetos.

Estas dos definiciones describen rigurosamente la nocién de nombre. La forma
exacta de estas funciones no estd especificada y, por lo general, son arbitrarias. Por
esta razon, las funciones se construyen con aziomas semdnticos de la forma:

t designa X C C (6.1)
o de la forma:

t denota X C Q2 (6.2)
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En un trabajo cientifico comin estos axiomas no se explicitan y se enuncian

“

con oraciones como “Sea z un nimero complejo”, en donde n es un entero

” para designacién, o “Sea a una particula”, “ ... en donde H es (un mol de)
hidrégeno” para denotacidn respectivamente. Salvo raras excepciones, los barbaris-
mos indicados alcanzan para el trabajo cotidiano de un cientifico. Nosotros también
los utilizaremos, por abuso de lenguaje, para acercarnos al lenguaje cientifico or-
dinario. Cuando se los enuncia explicitamente, estos axiomas semanticos ocupan
alrededor del 90% de la base axiomdtica de una teoria cientifica tipica.

Las funciones semdnticas, establecidas mediante axiomas de la forma (6.1) o
(6.2), tienen una limitacién fundamental: conectan una expresién en el lenguaje
objeto (t) con otra expresién en el metalenguaje de la teorfa (X C 2). La conexién
de esta tltima con el mundo real queda indeterminada y es responsabilidad del
cientifico, no del filésofo, garantizar la correccién de esta iltima etapa.

6.3 Verdad

En la seccién 2.3 introdujimos la nocién de verdad en forma intuitiva y explicamos
la interpretacién de los conectores l6gicos como funciones veritativas pertenecientes
al metalenguaje. En esta seccién bosquejaremos la forma de asignar valores de
verdad a las oraciones (proposiciones) de un contexto, en una forma rigurosa pero
que refleje la nocion intuitiva de verdad.

6.3.1 La nocién de verdad

A cada enunciado elemental del lenguaje le asignaremos un valor de verdad, tratando
de que estas asignaciones correspondan a la nocién intuitiva de verdadero (V) o falso
(F). Sabemos, como se discutié en el capitulo 1, que esto sélo puede hacerse en
el metalenguaje. Examinaremos una forma de hacer esta asignacién de verdad a
proposiciones, debida a Tarski.

Consideremos una proposicion cualquiera, por ejemplo "llueve™. En la vida
cotidiana dirfamos que esta proposicién es verdadera si y solo si ahora estd lloviendo.
O, mas sencillamente:

La proposiciéon "lueve™ es verdadera si y sélo si llueve

o0, en forma ain mas general:
"P7 es verdadera si y sélo si P (6.3)

Este es la definicion de verdad de Tarsk:, conocida también como el criterio de
verdad de Tarski, que permite asignar un valor de verdad a "P™ a condicién de
conocer el estado del mundo real. Estrictamente, el criterio de Tarski conecta una
proposicién en el lenguaje objeto, con otra proposicion en el metalenguaje. Se corre
el peligro de caer en un circulo vicioso, pues, a primera vista, para conocer la verdad
de la proposicién (6.3) necesitaria reformular el problema en el metametalenguaje.
Pero, por suerte, esto no es necesariamente asi.

Para conocer el valor de verdad de " P, el criterio de Tarski sugiere examinar
el estado del mundo real. Podemos reformular (6.3), con algo mas de precisién, en
la forma:

"P7 es verdadera si y solo si, el estado del mundo real es tal que P (6.4)

La definicién de verdad de Tarski tiene una enorme importancia en filosofia,
pues define una teoria absoluta de la verdad. Esta tltima debe hallarse a través de
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un examen del mundo real. Es claro que esto no es facil. Por ejemplo, quiero saber
si llueve. Si miro por la ventana puedo saberlo facilmente, pero si sdlo escucho el
ruido de agua que cae sobre el techo: jllueve o se esta derramando el tanque de
agua? ;Llueve o el vecino estd limpiando sus canaletas con una manguera? El
examen del estado del mundo real, que se hace generalmente en forma indirecta, es
dificil y el criterio de Tarski de aplicacion delicada.

Finalmente, insistamos en que el criterio de Tarski s6lo conecta proposiciones
con proposiciones; no conecta proposiciones con hechos. Este tltimo paso es esencial
para conocer la verdad de una proposicién empirica, pero atin no existe una solucién
satisfactoria del mismo: el problema de la verdad de proposiciones empiricas esta en
gran medida abierto.

6.3.2 Verdad y modelos

Examinemos ahora la definicién de verdad en una teoria formal aplicando el criterio
de Tarski a la formacién del modelo. Sea entonces 7 una teoria definida sobre un
contexto C = (S,P, Q). Introduzcamos ahora una valoracién V : P x & — V (Sec.
2.3.1) asignando a cada oracién atémica un valor de verdad con el criterio de Tarski.

Definicién 6.6 (Satisfaccién).

Sea P € P un predicado de 7 y ¢ un término. Sea M un modelo (semdntico) de
T y p la correspondiente funcién de transformacién. Diremos que las oraciones
elementales de M se satisfacen en el modelo si:

1. "P(t)" siu(t) e P

Como consecuencia, una coustante ¢ satisface el predicado si su transformado
pertenede a la clase correspondiente, 3z P(z) se satisface si la clase P no es vacia,
etc. Ahora, apliquemos el criterio de Tarski a la nocién de satisfaccion:

Definicién 6.7 (Verdad en un modelo).
La oracién atémica "P(z)" es verdadera si y sélo si P(z) se satisface en el modelo.

La definicién anterior se completa interpretando (en el modelo) a los conectores
l6gicos como funciones veritativas, tal como se explicéd en la seccion 2.3.

6.3.3 Consistencia

Dado un conjunto de axiomas, si éstos son verdaderos, todas las proposiciones de
la teoria (generalmente infinitas) son verdaderas. Sin embargo, jcomo prevenir la
presencia de un axioma F en A? La presencia de un axioma F se detecta, en una
teoria puramente formal, porque uno de los teoremas es una contradicciéon. En este
caso, la teoria se dice inconsistente y, en caso contrario, consistente. La consistencia
de una teorfa es una necesidad: si una contradiccién ~(P = P) & P A —P es
demostrable, entonces toda proposicién es demostrable y la nocién de verdad es
irrelevante.

Ejercicio 6.1.
Probar que PA-P — Q

El cédlculo de proposiciones debe ser él mismo consistente. Afortunadamente su
consistencia puede probarse. Bosquejemos informalmente la demostracion.

En primer lugar, trataremos de caracterizar los teoremas del cilculo de pro-
posiciones. Observemos que las reglas de demostracién de la tabla 2.3 tienen la
propiedad de transformar proposiciones verdaderas en proposiciones verdaderas.
Por ejemplo, el modus ponens E = transforma las proposicines P y P = @, am-
bas verdaderas en la proposicion . Pero, por la tabla de verdad 2.1 P = @ es



A

Figura 6.2: Esquema de interpretacion factual

verdadera si y sélo si @ es verdadera. En forma similar puede comprobarse esta
propiedad para las demas reglas.

Los teoremas de la logica tienen la propiedad de que su verdad no depende
de axiomas o hipdtesis previas: estas ultimas se eliminan a través de reglas como
I = o 1V, que las hacen desaparecer y no hay axiomas. Sospechamos, pues, que
estos teoremas sean siempre verdaderos. Esto es facil de comprobar en el cdlculo
de proposiciones, en donde no se usan los cuantificadores, construyendo las tablas
de verdad para los teoremas. Por ejemplo el esquema 2.3 tiene la tabla de verdad:

P Q|P=(Q=P) \
vV V| V= (V=V) |V
vV F| V=(F=V) |V
F V| F=(V=F) |V
F F| F=(F=F) |V

Una proposicién siempre verdadera se llama una tautologia. Pero en una de-
mostracién con el modus ponens como unica regla de demostracién, el caracter tau-
tolégico se conserva. Por lo tanto, todos los teoremas del cédlculo de proposiciones
son tautologias.

Para demostrar que el cidlculo de proposiciones es consistente, basta con hallar
una FBF que no sea una tautologia. Ejemplos muy sencillos son Py P = Q. Hemos
probado (bueno, més o menos) que el cdlculo es consistente.

6.4 Modelos factuales

Pasemos ahora a examinar la nocion de modelo factual: necesaria para examinar
a la naturaleza. Es necesario introducir varios nuevos conceptos para analizarlo,
conceptos que examinaremos en las secciones que siguen.

6.4.1 Interpretacion factual

La aplicacién a las ciencias facticas de la nocién de modelo es mucho méas compleja
y al mismo tiempo mucho mds interesante. por lo general, una teoria abstracta T
recibe una interpretacién factual si algunas de las constantes de la teoria denotan
objetos reales y algunos de los predicados representan propiedades de estos objetos.
Sin embargo, es raro que esto ocurra: es mucho mdas comin que la interpretacion
factual se aplique a un modelo matematico M de la teoria abstracta.

Daremos, pues, la siguiente:

Definicién 6.8 (Modelo factual).

Sea T una teoria abstracta, M un modelo de la misma y ¢ una aplicacién de un
subconjunto My C M en un dominio factual F (es decir, un conjunto de objetos,
estados de objetos o cambios de estado de objetos). Diremos que ¢ es una aplicacidn
factual y que el par ordenado My = (M, ¢) es un modelo factual.
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Ejemplo 6.3 (Otro ejemplo sencillo).
Una interpretacion factual sencilla del ejemplo 6.1 se obtiene con la siguiente fun-
cién:

Ejemplo 6.4 (Simetrias de una red triangular).

Algunas moléculas muy simétricas, como Og, o la red de vértices en un supercon-

ductor tipo II (o en un superfliudo en rotacién) tienen las simetrias de un tridngulo
a4 . , .,

equildtero. Podemos construir un modelo de esta teoria con la funcion:

¢({A,B,C}) = {Va, VB, Vc}

que a cada vértice de AABC le asigna un objeto (dtomo, vértice, spin de Ising
. ) colocado en el mismo. El mapa de interpretacién (Definicién 2.1) A es la
composicién de la funcién p (Ejemplo 6.2) y de ¢:

A=d¢opu

6.4.2 Verdad factual

Introduciremos la nocién de verdad factual en un modelo utilizando el “criterio” de
Tarski (6.4): Una proposicion (oracidn) es verdadera si y sdlo si se corresponde con
los hechos. Una forma precisa de esta definicién es la siguiente:

Definicién 6.9 (Verdad factual en un modelo).
Sea My un modelo factual, definido sobre un contexto C. Una oracién s € S es
verdadera si y sélo si A(s) = @[u(s)] se satisface en F.

Ya hemos discutido que el “criterio” de Tarski es una definicién de verdad y no
un criterio para determinar la verdad de una proposicién (oracién). La gnoseologia
(Cf. Parte IV) y la epistemologia (Cf. Parte V) tratan, entre otros problemas, el
de la determinacion de la verdad factual de una proposicion.

Ejemplo 6.5 (Verdad factual en un ejemplo sencillo).
En la teoria factual del ejemplo 6.3, las condiciones de verdad son:

1. El axioma 5.2 es verdadero si y sélo si hay una tnica autopista entre cada par
de ciudades.

[

El axioma 5.3 es verdadero si y sélo si cada autopista pasa (al menos) por dos
ciudades distintas.

3. El axioma 5.4 es verdadero si y sélo si por cada ciudad pasan (al menos) dos
autopistas.

En la fecha en que esto se escribe, los tres axiomas son (obviamente) falsos.

Como regla general, es casi imposible determinar la vedad factual de los axiomas
de una teoria cientifical. A lo sumo, puede determinarse la verdad de algunas de
las consecuencias de los axiomas.

1El ejemplo 6.3 es una excepcién, construida a propésito, para determinar trivialmente la verdad
de los mismos.

97



Ejemplo 6.6 (Simetrias de la molécula de ozono).

En este caso, la hipdtesis no puede comprobarse directamente: la estructura ge-
ométrica de la molécula de ozono no puede determinarse por observacion directa.
La estructura geométrica puede contrastarse con la realidad examinando el espectro
infrarrojo de la molécula. Sorprendentemente, la hipétesis resulta ser falsa.

6.5 Referencia

Hemos construido el mapa de interpretacién A como la composicién de los mapas
de interpretacién formal p e interpretacion factual ¢. Por otra parte, en la seccidén
6.2 introdujimos dos funciones que son parte de los mapas de interpretacion: desig-
naciéon y denotacién. La primera pertenece a p mientras que la segunda pertenece
a A. La conexién entre denotacién y designacién se logra a través de la relacién de
referencia. Intuitivamente, esta relacién responde a la pregunta ;De qué se trata?.

6.5.1 Las funciones de referencia

Comenzaremos por definir la funcién de referencia para un predicado. Como un
predicado se aplica a cualquiera de los elementos de €2 o de los subconjuntos €2; que
aparecen en los argumentos, definamos:

Definicién 6.10 (Referencia de predicados).
Sea P € P un predicado con dominio [], ;. Entonces, la funcidn de referencia para
predicados:

R, :P =P <U Qi>
es tal que:
Rp(P) = (6.5)

Por otra parte, las oraciones del lenguaje objeto pueden referirse a objetos indi-
viduales. La funcién de referencia para enunciados tiene en cuenta esa posibilidad:

Definicién 6.11 (Referencia).
Sea una teoria 7 provista de una familia de predicados atémicos P;, con dominios
[I; Qi; y sea S el conjunto de los enunciados formados con ellos. La funcién:

R:S—>T(L}J§2i>

llamada funcidn de referencia, satisface las condiciones:

1. Si s € S es una constante ¢ o una variable z:

R(c)=c
Ris)— s (6.6)
2. SisesTeP(z),
RlreP(x)] = Ry (P) (6.7)
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3. Sis € S es una proposicion atémica P;, formada reemplazando los parametros
del predicado por términos t;:

R[P(t1,...tn)] = UR(t.i) (6.8)

4. Si s es una proposiciéon compuesta, combinando proposiciones atémicas s; a
través de los operadores logicos:

R(s) = UR(sn (6.9)

La conexién entre las relaciones de denotacién, designaciéon y referencia es la
siguiente. Si D,D, R designan los grafos de las respectivas funciones:

D=DoR (6.10)

y asi, la relaciéon de denotacién queda definida completamente a través de las rela-
ciones de designacién y referencia.

6.5.2 La clase de referencia
Con esta definicién, podemos introducir otro concepto importante:

Definicién 6.12 (Clase de referencia).
La clase de referencia del predicado P o del enunciado s son, respectivamente,
Rp(P) y R(s). En particular, la clase de referencia de una teoria 7 es R (A, Ai).

La nocion de clase de referencia es muy importante. Veamos algunos ejemplos
para aclararla:

Ejemplo 6.7 (Mutaciones).
La clase de referencia del predicado

"El organismo a muta al organismo b

es el conjunto de los organismos.

Ejemplo 6.8 (Paralelismo).
La clase de referencia del predicado "r || 77 es el conjunto de las rectas del plano.

Ejemplo 6.9 (Tridngulos).
La clase de referencia de la proposiciéon

"Todos los tridngulos equildteros son equidngulos™

es el conjunto de los triangulos.

Ejemplo 6.10 (Tridngulos).
La clase de referencia de la proposiciéon

"En todo tridngulo a mayor lado se opone mayor angulo™
es la union de los conjuntos de los tridangulos, lados y dngulos.

Ejemplo 6.11 (Transformaciones de Lorentz).
La clase de referencia de la proposicion

"Los sistemas de referencia K y K’ estan conectados
por una transformacioén de Lorentz™

es el conjunto de todos los cuerpos fisicos que pueden ser sistemas de referencia.

En particular, en el ultimo ejemplo, los observadores no pertenecen a la clase de
referencia.
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6.5.3 Referencia factual

Para la aplicacién a las ciencias naturales, es importante determinar la clase de
referencia factual de un constructo.

Definicién 6.13 (Referencia factual).
Sea ¢ € C' un constructo y

R(C) = U Qi

su clase de referencia. La clase de referencia factual es:
Rr(e) = {2 7 C}

Por ejemplo, en los ejemplos anteriores la clase de referencia factual del predicado
"z muta a y ' es el conjunto de los organismos:

R (muta) = R(muta)
mientras que la del predicado "tridngulo™ es el conjunto vacio:
Rrp(tridngulo) = @

Por lo general, la clase de referencia factual es un subconjunto propio de la clase
de referencia: Rp(c) C R(c). Por ejemplo: en la proposicién:

¢ = "Los rayos de luz se representan por curvas™ (6.11)

tendremos:
Rr(c) = {“rayos de luz"} C R(c) = {“rayos de luz”, “curvas”} (6.12)

Ejemplo 6.12.
(Ley de gravitacién de Newton) En el ejemplo 5.7, la clase de referencia factual
tiene dos elementos: {“campo gravitacional”, “cuerpos”}

Llamaremos factualmente vacio a una tautologia o a un constructo cuya clase
de referencia factual es vacia. Un constructo factual es uno que no es factualmente
vacio. En esta definicién es necesario incluir a las tautologias por separado, porque
aunque una tautologia no afirma nada acerca de sus referentes, puede tener una
referencia factual no vacia. Por ejemplo, la oracion: “Funes es memorioso o no es
memorioso” es tautoldgica y tiene una referencia factual no nula: {“Funes”}.

6.6 Homogeneidad referencial

Estamos ahora en condiciones de examinar algunas propiedades importantes de te-
orias definidas sobre contextos cerrados. Estas teorias forman un modelo idealizado
del conocimiento cientifico, aunque pocas veces se presentan en la actividad coti-
diana del cientifico. En principio, toda teoria suficientemente desarrollada puede
transformarse en un contexto cerrado anadiendo algunas hipétesis y excluyendo
las referencias a entidades extrafias. En lo que sigue, examinaremos agunas de las
propiedades de estas teorias.
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6.6.1 Semantica en un contexto cerrado

Las funciones semanticas definidas sobre un contexto cerrado tienen propiedades
dnicas, que no existen para otros contextos. Ante todo, observemos que la nocién
de contexto restringe el conjunto de predicados y proposiciones a una clase de
referencia comin R(S) = R(P) C D. Mais adn, esta clase de referencia queda
determinada sélo por los axiomas. En efecto:

Teorema 6.1 (Conservacién de la referencia).
La clase de referencia de la teoria es la misma que la de los axiomas:

R(S) = R(A)

Asi pues, el teorema 6.1 y la defincién de clase de referencia de un constructo
6.12 proporcionan un algoritmo efectivo para determinar la clase de referencia de
una teoria.

El teorema 6.1 significa, intuitivamente, que no se introducen conceptos extrafnos
a lo largo de las demostraciones. Esto sucede por el uso descuidado del Principio
de adicion IV (Sect. 2.5). Como permite la adicién de una proposicién arbitraria
a otra ya demostrada, se puede anadir alguna exterior al contexto. Por ejemplo,
la mencién de observadores (seres dotados de una mente, objeto de estudio de la
sicologia) se introducen en fisica (especialmente en Relatividad General y Mecédnica
Cuéntica) a través del principio de adicién.

La teoria se llama factual si P contiene predicados factuales. En un contexto
cerrado vale un resultado aiin mas fuerte:

Teorema 6.2 (Conservacién de la referencia factual).
La clase de referencia factual de T es la unidn de las clases de referencia factuales
de los aziomas:

R(T) = UR(Ai)

es decir, en un contexto cerrado no se introducen elementos factuales nuevos a
lo largo del desarrollo logico de la teoria.

6.6.2 Homogeneidad referencial

Pasemos ahora a definir una nocién semantica importante: la de homogeneidad
referencial.

Definicién 6.14 (Equireferencia).
Dos constructos ¢ y ¢, pertenecientes a un contexto C se llaman equireferenciales
en C si ambos tienen la misma clase de referencia:

crpc R(c) = R(c)

La relacion ~, es una relacién de equivalencia e induce sobre el conjunto D
una particién en clases de equireferentes. Un contexto C se llama referencialmente
homogéneo si existe una tnica clase de equivalencia en D.

Ejemplo 6.13 (Termodindmica y Mecdnica estadistica).

La termodindmica y la mecdnica de fluidos son referencialmente homogéneas; en
cambio la Mecanica Estadistica y la termodindmica son referencialmente hete-
rogéneas, porque la primera se refiere a fluidos formados por moléculas mientras
que la segunda los trata como cuerpos continuos.
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Definicién 6.15 (Contexto factual).
Un countexto se llama factual Cp si P contiene al menos un predicado factual. En
caso contrario, el contexto se denomina formal.

Definicién 6.16 (Predicado maximal).
Dado un contexto factual Cg, se lama predicado mazimal Ppax aquel que tiene la
clase de referencia més inclusiva.

6.6.3 Relevancia y conmensurabilidad

Una importante nocién semdntica es la relevancia de una proposicion o de un cons-

tructo ¢ para otro elemento de una teoria. Un ejemplo de las dificultades que se

originan cuando la relevancia se ignora es la paradoja de la confirmaciin.
Consideremos la proposicion:

"Todos los cuervos son negros’

6.13
Vz [Cuervo(z) = Negro(z)] ( )

donde la segunda linea es una traduccién formal razonable de la primera. La para-
doja consiste en observar que la proposicién (6.13) es equivalente a:

"Todo lo que no es negro no es cuervo’' (6.14)
Vz [-Negro(z) = —~Cuervo(z)] ’

y por lo tanto, parecerfa que encontrar algo, cualquier cosa, (un libro, Claudia
Schiffer, una computadora o una ensalada mixta) que no sea ni negro ni cuervo, es
una confirmacién de la proposicién (6.13). La paradoja se resuelve observado que la
clase de referencia de las proposiciones (6.13) y (6.14) es: "aves™, mientras que las
clases de referencia de los otros ejemplos son muy distintas. Estos otros ejemplos
no son relevantes para la ornitologia.

Formalizaremos esta nocién en varias etapas.

Definicién 6.17 (Relevancia sintéctica).
Diremos que un constructo c es sintdcticamente relevante para otro ¢’ siy sélo si ¢
es necesario para la construccién o demostracién de ¢'.

Definicién 6.18 (Relevancia semdntica).
¢ es semdnticamente relevante para ¢’ si y sélo si ¢ es sintacticamente relevante y
ademds, ambos tienen referentes comunes: R(c) N R(c') # @.

Definicién 6.19 (Relevancia referencial).
Un hecho h es referencialmente relevante para c si pertenece a la clase de referencia

de ¢: h € R(e).

Definicién 6.20 (Relevancia evidencial).

Un hecho empirico e es evidencialmente relevante para ¢ si y sélo si existe otro
constructo ¢, sintacticamente relevante para c, y e es referencialmente relevante
para c'.

Una nocién emparentada con la de relevancia es la nocién de conmensurabilidad
de dos teorias cientificas.

Definicién 6.21 (Conmensurabilidad referencial).
Dos teorias factuales 7 y 7' son referencialmente conmensurables si y sélo si tienen
referentes comunes:

R(T)NR(T') # @
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Definicién 6.22 (Conmensurabilidad metédica).
Dos teorias factuales 7 y 7' son metédicamente conmensurables si y sélo si tienen
en comin un conjunto E = {e} de datos empiricos evidencialmente relevantes.

Definicién 6.23 (Conmensurabilidad).
Dos teorias factuales T y T’ son conmensurables si y sélo si son al mismo tiempo
referencial y metodoldgicamente conmensurables.

La nocién de conmensurabilidad fue introducida por Kuhn [89] y Feyerabend
[51], quenes afirmaron que teorias “revolucionarias” eran inconmensurables con sus
predecesoras.

Ejemplo 6.14 (Mecénicas newtoniana y relativista).

El ejemplo cldsico de inconmensurabilidad son las mecdnicas newtonianas y rela-
tivistas, y el ejemplo aducido es que la masa, en relatividad especial depende del
sistema de referencia (Feyerabend) y que estd conectada con la energia (Kuhn). Sin
embargo, de acuerdo con las definiciones rigurosas 6.21, 6.22 y 6.23, ambas teorias
son conmensurables: tienen la misma clase de referencia:

R(MR) = R(MC) (6.15)

= {cuerpos} U {sistemas de referencia}

y comparten un conjunto de hechos experimentales evidencialmente relevantes: toda
la mecanica de “pequenas velocidades”.
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Capitulo 7

Significado

Comenzaremos ahora el andlisis de la nocidén de significado de un constructo c.
Este ultimo, intuitivamente, es la clase de equivalencia de oraciones sindnimas (Cf.
Sec. 2.1); pero jdos oraciones son sinénimas (intuitivamente) si tienen el mismo
significado! Este circulo vicioso puede romperse en un lenguaje formal si se da una
definicion rigurosa de sinonimia de dos oraciones. En las secciones siguientes se
intenta desarrollar esa nocién y analizar sus consecuencias.

7.1 Extension e Intension

Comencemos por discutir las nociones clasicas de eztensidn e intensidn de un pre-
dicado. Llamaremos extensién de un predicado P(x) al conjunto de elementos de
Q que posee la propiedad correspondiente:

Ep = {z|P=z} (7.1)

Usando la nocién de verdad introducida en la seccién 6.3, la extensiéon de un predi-
cado es la clase (conjunto) de elementos que hacen la oracién P(t) verdadera. Por
ejemplo, en astronomia el predicado

Pl(z) = "z es un planeta del Sistema Solar™ (7.2)
tiene la extension:
Epr = {Mercurio, ..., Neptuno} (7.3)

La intensién o connotacion de un predicado, en cambio, es el conjunto de enun-
ciados (proposiciones) asociados con él. Por ejemplo, la intensién de Pl es:

"Los planetas se mueven en drbitas elipticas™

"El Sol ocupa uno de los focos de la elipse™ (7.4)

Asi pues, extensién e intensién de un predicado describen en forma complemen-
taria dos aspectos del mismo. Groseramente, la intensién describe el conjunto de
propiedades asociadas a un predicado mientras que la extension describe el conjunto
de objetos que satisface el predicado.

Extensién e intensién son, ademadas complementarios en otro sentido: a medida
que la intensién aumenta (es decir, que se exigen propiedades mds detalladas) la
extensién disminuye. Asi, por ejemplo, el predicado:

Plyp(z) & "z es un planeta tipo terrestre” (7.5)
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tiene la extension reducida:
Epi, = {Mercurio, ... Marte} (7.6)

En esta seccién daremos definiciones formales de extensién e intensién y en
las siguientes mostraremos una manera de construir la intensién de un constructo
arbitrario en un contexto cerrado.

7.1.1 Extension

Comencemos por una definicién formal de la extensién de un predicado (relacién)
n-ario:
Definicién 7.1 (Extensién).
Sea P un predicado n-ario definido sobre un dominio D C 2. Llamamos la eztensién
de P al conjunto:

E(P) = {(z1,...,2,) € D"|P(21,...,2,)}

Con esta definicién debe quedar claro que la extensién no coincide con la re-
ferencia. En efecto, consideremos el predicado binario "z ama y'. Este predicado
tiene las extensiones y referencias:

R(ama) = {Antonio, Dante, Cleopatra, Beatriz, . .. } (7.7)
&(ama) = {(Antonio, Cleopatra), (Dante, Beatriz), ...}

que son, obviamente, conjuntos distintos.
Las propiedades de la extension estan contenidas en el siguiente

Teorema 7.1 (Propiedades de la estensién).
Si Py Q son predicados definidos sobre un dominio comin D, entonces:

1. £(-P) =L&P)
2. E(PVQ)=EP)UEQ
3. &P AQ)=EP)NEQ

Con él se puede calcular las extensiones de predicados compuestos a partir de
las de predicados primitivos.

FEjercicio 7.1 (Extension de implicacion y equivalencia).
Calcular la extensiéon de P = Q y P & Q.

Con los resultados del teorema 7.1 y del ejercicio 7.1 se puede probar el siguiente
teoremas:

Teorema 7.2 (Isomorfismos de dlgebras de Boole).
Existe un isomorfismo entre el dlgebra de Boole de los predicados P € U y el algebra
de Boole de los subconguntos de U.

Este resultado es obvio en el caso de predicados mondadicos, puesto que, por el
Principio de Quine (3.5), cada predicado monddico determina el conjunto formado
por los elementos que tienen la propiedad correspondiente.

Para las aplicaciones a las ciencias naturales, es importante definir la extensiin
factual de un predicado.

Definicién 7.2 (Extensiéon factual).
Sea P € P un predicado y £(P) su extensién. La extensidn factual de P es:

Er(P)=&P)nLC

Esta definicién, como muchas otras que siguen, es analoga a la definicién 6.13
de clase de referencia factual.



7.1.2 Intension

Para definir intensién, consideremos un conjunto U de enunciados o predicados, no
necesariamente pertenecientes a un contexto. Definiremos la intensién en este caso
general y en la préxima seccién mostraremos cémo puede calcularse en el caso de
un contexto cerrado.

Definicién 7.3 (Intensién).

La intensién T es una funcién
I:U— PU)
tal que si P,Q € U
1. (P A Q) = Z(P) UZ(Q)
2. I(~P) =0ZP
3. P=Q=I(P) = I(Q)

El primer axioma puede extenderse para una familia arbitraria de enunciados
P;cr en la forma:

7 (/\ Pi> =Jzwr) (7.9)
el i€l

Con la definicién anterior, es posible demostrar las propiedades de la intensién

T.

Teorema 7.3 (Propiedades de la intensién).
St P,(Q € U entonces

1. Z(PV Q) = Z(P) N I(Q)
2. (P = Q) = Z(P) — Z(Q)
3. I(P < Q) = I(P)AZ(Q)

Teorema 7.4 (Otras propiedades de la intensidén).
St P € U entonces

1. I(=~P) = I(P)
2. I(PV-P) =@
3. I(PA-P)=U

Estos teoremas (cuya demostracién se deja como ejercicio) muestran que existe
un isomorfismo dual o antusomorfismo entre el algerbra de Boole del conjunto de
proposiciones U y el adlgebra de Boole sobre el conjunto de las intensiones Z C U.

7.1.3 Extension e intension

Finalmente, vamos a comparar las nociones de intensién y extensién en una teoria.
Ante todo, observemos que si bien toda proposicién tiene una intensién, sélo las
funciones proposicionales tienen extensiones no vacias. Nos limitaremos, pues a
comparar intensiones y extesnsiones en una familia de predicados.

El resultado fundamental esta dado por el siguiente

Teorema 7.5 (Ley del inverso).
St P y QQ son dos predicados definidos sobre el mismo dominio D, entonces:
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1. I(P) = Z(Q) = E(P) = £(Q)
2. I(P) C Z(Q) = £(P) D £(Q)

Este teorema enuncia la ley del inverso: la extensién de un predicado aumenta
cuando su intensién decrece.

La intensidn factual de un predicado se define en forma un poco mas complicada
que la extensién factual:

Definicién 7.4 (Intensién factual).
Sea ¢ € C una proposicién, Z(c) su intensién y R(c) su clase de referencia. La
intension factual de c es:

Tr(e) & {a|z € I(c) AR(x) N 0C # &}

La intension factual de ¢ es, pues, el subconjunto de la intension factualmente
significativo.

7.2 Sentido

Vamos a examinar otra manera de caracterizar el conjunto de proposiciones ligadas
a un constructo ¢. Esta caracterizacién, como veremos, es distinta de la intension,
aunque estd conectada con ella.

Sin embargo, uno de los objetivos de este capitulo es caracterizar a ciertos cons-
tructos como proposiciones. Por lo tanto, conenzaremos trabajando con un conjunto
de oraciones Sy.

7.2.1 Aspecto principal
Comenzaremos definiendo el

Definicién 7.5 (Aspecto principal).
Dado un contexto cerrado Cy = (Sp,P, D C ), se llama aspecto principal de una
oracién s € S, al tenor de s: J(c).

El tenor incluye, por supuesto, todas las proposiciones formales, semdnticas y
especificas de Sy que implican a s. No todas estas proposiciones, sin embargo. van
a caracterizar a s de la misma manera. En particular, las tautologias se utilizan
como herramientas de demostracién en toda teoria y por lo tanto son comunes a
todo constructo. Para afinar esta caracterizacién de la teoria definimos dos nuevos
conceptos:

Definicién 7.6 (Aspecto extralégico).
Sea Cy un contexto y L C Sy el conjunto de tautologias (oraciones puramente
légicas). Se llama el aspecto extraldgico de s a

Je(s) = J(s) - L

Definicién 7.7 (Aspecto factual).
Sea C un contexto y F,, C Sj el conjunto de oraciones factualmente vacias. Se llama
aspecto factual de s a:

JF(S) ZJE(S)QEF

Por definicién, el aspecto principal de un axioma es el axioma mismo. El aspecto
principal de una teoria 7 (Def 5.17) es la unién de los aspectos principales de todas
las oraciones de7. De la misma manera, puedo definir los aspectos extralégico y

factual de T.
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7.2.2 Contenido

Pasemos ahora a la definicén dual:

Definicién 7.8 (Contenido).
Dado un contexto C, se llama el contenido de una oracién s € Sy a la discurrencia

de s: F(s).

Nuevamente, podemos definir los contenidos extralégicos y factual de s, que lo
caracterizan mejor:

Definicién 7.9 (Contenido extralégico).
Con la misma notacién que en la definicién 7.6:

Fg(s) =F(s) — L

Definicién 7.10 (Contenido Factual).
Con la misma notacién que en la definicién 7.7:

FF(S) = FE(.S) nC F,

7.2.3 Sentido completo

Finalmente, estamos en condiciones de definir el sentido de una oracion:

Definicién 7.11 (Sentido completo).
Sea un contexto cerrado Cy s € S. Se llama sentido completo de s a la unién de
su aspecto principal y contenido:

S(s) =J(s) UF(s)

En la misma forma, se puede definir el sentido extralégico y el sentido factual de
s. El sentido completo de una teoria 7 es la unién de los sentidos de sus teoremas.
Un caso particular importante es el de un axioma: su aspecto principal se reduce
al axioma y por lo tanto el sentido de un axioma es igual a su contenido. Como en
un contexto cerrado no hay otras proposiciones que las de S, se tiene que cumplir:

Teorema 7.6 (Intensién de un axioma).
La intensidn de un azioma A de una teoria T definida en un contexto cerrado C,
es igual a su sentido completo:

Puesto que la intensién de cualquier proposicién de T se puede calcular a partir
de la intensién de los axiomas, tenemos el importante resultado:

Teorema 7.7 (Intensién de un teorema).
La wntension de un teorema F P esta contenida en su sentido completo:

I(P) C S(P)

7.2.4 Ejemplos

Examinemos algunos ejemplos sencillos de sentido en teorias formalizadas. El sen-
tido de una teoria es, en general, un reticulado infinito, imposible de representar
graficamente. Por ello, eshozaremos el sentido de una oracién s de la teorfa indican-
do los pasos mas importantes de una demostracién, o los teoremas méas importantes
del sentido completo. Llamaremos sentido esquematico a esa simplificacion.
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Axioma 1 Axioma 2 Axioma 3 dpP

|

3p(r # 5)

/

Q#P = Teorema 1

\

Teorema 2

Figura 7.1: Sentido del teorema 1 de la teoria modelo

Vip = 4rGnp p(r) = md(r) F=-m'V¢
=GN

|

F = Gymm/ =

/\Fl

Fy g5 = Fy5 + Fis

= —Fy

2
Figura 7.2: Sentido de la ley de Newton

Ejemplo 7.1 (Una teoria sencilla).
La figura 7.1 muestra el sentido del teorema 5.17 en la teoria del ejemplo 5.3.4.

Un ejemplo mucho menos trivial es el sentido de la ley de Newton en la teoria
esbozada en el ejemplo 5.7.

Ejemplo 7.2 (Ley de gravitacién de Newton).
En el ejemplo 5.7, el sentido completo de la ley de gravitacién de Newton 5.9 es la
unién del tenor y la discurrencia:

{Ax. 5.1,Defs. 5.12 y 5.13, Teos. 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12 y 5.13}

La figura 7.2 muestra la estructura de reticulo del sentido de la ley de gravitacion
universal.

7.3 Representacion

La nocién de sentido asocia con cada oracién de un lenguaje formalizado un con-
junto de oraciones asociadas a través de la relaciéon de consecuencia ‘F’. Pero el
sentido se construye a partir de un conjunto de axiomas, definiciones y convencio-
nes que reflejan las hipdtesis fundamentales sobre las que se sonstruye la teoria.
Este conjunto de hipdtesis define la relacion de representacion de la teoria.
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Tabla 7.1: Ejemplos de representacion en la mecdnica clasica

Constructo Representa Referencia

E? Espacio fisico —

Pa Impulso de la particula a Particula a

Fup Fuerza entre las particulas a | Particulas a y b
yb

Pe=>,Fu Ley de movimiento Particula a y el conjunto de

las particulas.

Mecéanica Newtoniana Movimiento e interaccién en- | Conjunto de las particulas.

tre particulas.

No debe confundirse la relacién de referencia con la de representacién. Mientras
que la relacién de referencia R asocia un constructo con un objeto, la relacién de
representacion A asocia un constructo con propiedades de un objeto. En una dada
teoria T esto se hace a través de un atributo: un predicado o relacién que asocia el
objeto con esa propiedad. Son estos atributos los que enuncian hipétesis cientificas
y constituyen el corazén de la interpretacion de una teoria.

Ejemplo 7.3 (Particula clasica).
En mecénica cldsica, las propiedades de una particula se representan con vectores
r,p o con escalares m.

Ejemplo 7.4 (Masas molares).
En quimica, las masas molares de un elemento se representan con el simbolo quimico
correspondiente.

Ejemplo 7.5 (Sistemas cuénticos).
En mecdnica cuantica, las propiedades de un sistema se representan con operadores
del espacio de Hilbert.

Ejemplo 7.6 (Propiedades zoolégicas).

En zoologia o paleontologia, las propiedades de un animal se representan con pa-
labras del lenguaje ordinario, generalmente adjetivos, a las que se le asigna un
significado técnico o con noelogismos incluidos en el lenguaje natural. Asi, la poseer
piezas bucales en un insecto tienen poco que ver con poseer piezas bucales en un
mamifero, y los corales hermatipicos no significan nada para la mitica Dona Rosa.

Pasemos a formalizar esta relacién. Sea @ € 2 un objeto y sea P(z) el conjunto
de todas las posibles propiedades del objeto.

Definicién 7.12 (Representacién).

Sea T una teoria sobre objetos de K C Q y sea Px = UzeK S(z) la unién de las
propiedades de los objetos en K. Diremos que T es una representacion de los K si
existe una funcién:

=A>: Px — T
que a cada estado P € Pk le hace corresponder un enunciado E € T.

Como en el caso de las funciones de desisgnaciéon y denotacion, la funcion de
representacion debe construirse con axiomas adecuados. En efecto, la representacion
asigna nombres a propiedades y éstos son, en principio, arbitrarios.
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Figura 7.3: Conexiones entre las funciones seménticas

Ejemplo 7.7 (Ley de gravitacién de Newton).
En el ejemplo 5.7, la funcién de representacién quedara definida por axiomas como
estos:

Axioma 7.1 (Masa).

A ,
m = la masa de una particula

Axioma 7.2 (Potencial).

) A potencial del campo gravitactonal

También el axioma 5.1, que enuncia una ley fisica (propiedad de un sistema), y
las definiciones 5.12 y 5.13 son hipétesis cientificas y pertenecen a la definicién de
la funcién de representacion.

Las relaciones de referencia y representacion no tienen relaciones simples entre
si. Ambas pueden tomarse como relaciones primitivas de la metateoria que estudia
las teorfas 7. La tabla 7.1 muestra ejemplos de la conexién entre ambas funciones
en el caso de la mecanica cldsica. La figura 7.3 ilustra las interconexiones entre las
funciones semanticas.

7.4 Significado

Vamos, por fin, a considerar el significado de un constructo c. En realidad, serd ne-
cesario discutir varias formas de la nocién de significado: aplicadas a un constructo
¢ o a nombre N(c¢) que lo designa. En este caso, hablaremos de la significancia del
nombre.
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7.4.1 Significado de un constructo

Sea un contexto C = (S,P,D); sea R(c) : S — P(D) la funcién de referencia del
contexto (Def. 6.11) y sea' S : § — P(.5) la funcién sentido. Definiemos el significado
del constructo ¢ como el par ordenado de su sentido y su referencia:

M(c) = (S(c), R(c)) (7.10)
Con mds precision, la definicién de significado sera:

Definicién 7.13 (Significado).
Sea un contexto C. La funcién:

M : S = P(S) x P(D)

con valores dados por la ecuacién (7.10) se llama funcidn de significado del contexto.
Su valor para un constructo ¢ se llama el significado de c.

Vemos que la estructura del significado es complicada: un par ordenado de
conjuntos, ambos potencialmente infinitos. Sin embargo, esta estructura formaliza
adecuadamente la nocién comun de significado. Examinemos un ejemplo sencilla e
importante:

Ejemplo 7.8 (Ley de gravitacién de Newton).

En el ejemplo 5.7, el significado de la ley de gravitacion de Newton es el par ordenado
de la referencia 6.12 y el sentido 7.2. Examinando estos dos conjuntos, es facil ver
que en el contexto (esquemadtico) con que estamos trabajando, el significado de la
ley de Newton traduce en forma rigurosa la nocién informal: La ley de gravitacion
de Newton representa la fuerza originada por el campo gravitacional entre dos
cuerpos.

Si ahora consideramos el espacio de significado de una teoria 7, definida sobre
un contexto cerrado C. Este conjunto, que denominaremos el significado de C, es

la totalidad de los significados de S (o de P):
M(S) = | Me (7.11)
ceS

Sobre este conjunto puede definirse un &lgebra de significados de la manera
siguiente:

Definicién 7.14 (Algebra de significados).
Sean ¢, d constructos pertenecientes a S € C. Definimos:

M(c) ® M(d) = (S(c) US(d), R(c) UR(d)) (7.12)
M(c) ® M(d) = (S(c) N S(d), R(c) N R(d)) (7.13)
oM(c) = (LS(c).LR(c)) (7.14)

No es dificil verificar que las definiciones anteriores satisfacen algunas de las
identidades de un algebra de Boole, pero lamentablemente el sentido “no cierra”:
S(¢)US(d) no tiene ninguna relacién sencilla con los sentidos de C' y d. Por lo tanto,
el “algebra de significados” no es tal. Sin embargo, si se reemplaza es sentido com-
pleto por las intensiones, se demuestra que el “significado intensional” (restingido
a las intensiones que, como hemos visto, son partes del sentido) forma un dlgebra

de Boole.



7.4.2 Significancia y sinonimia
Pasemos ahora a definir la significancia de un elemento del lenguaje.

Definicién 7.15 (Significancia).
Sea ¥ el conjunto de FBFs de un lenguaje conceptual £ y sea D la funcién designa-
cion. Se llama funcidn significancia a la composicion:

Sg=MoD (7.15)

La significancia, pues, atribuye a un elemento liguistico (una FBF) el significado
del constructo que designa.

Definicién 7.16.
Un signo s € L es significante si designa un constructo en £. Un signo sin signifi-
cancia se llama sincategoremdtico

Existe una diferencia fundamental entre signo y constructo: los primeros son
convencionales y la funcién designacion es, en principio, arbitraria. Por el contrario,
los constructos designados estan determinados por el contexto con el que describimos
leyes matematicas o cientificas. Sin embargo, la significancia queda determinada una
vez que se construye la funcién designacion y el contexto cerrado de la teoria. En
la seccion 2.1 se sugirié que un constructo es una clase de equivalencia de elemntos
ligiifsticos. En particular, una proposicién la explicamos (intuitivamente) como una
clase de equivalencia de oraciones. Con la nocién de significancia podemos definir
con mas precisién la sinonimia:

Definicién 7.17 (Sinénimos).
Dos signos s,s8' € £ son sinénimos si tienen la misma significancia:

s 25 1 So(s) = Sg(s) (7.16)

. sin . ..
La relacion = se llama de sinonimia.

Teorema 7.8.
La relacion de sinonimia es de equivalencia.

Ahora bien, como el significado de un constructo es tinico (pues depende de la
cadena légica de demostracién) llegamos a la conclusién fundamental del trabajo:

Teorema 7.9.
Dos signos sindnimos designan el mismo constructo.

Hemos cerrado, pues, el circulo: la hipétesis intuitiva (un constructo es una clase
de equivalencia de signos) es consistente con la teoria. Aclaremos, sin embargo,
que el teorema que acabamos de mostrar no resuelve el problema fundamental de
los objetos ideales. Hemos supuesto (y esto es una hipétesis que, tal vez, pueda
confrontarse con la experiencia) que un constructo es una clase de equivalencia de
procesos mentales. Esta hipdtesis es mucho mas profunda que la estructura logica
que estamos estudiando y queda para que la examinen los investigadores futuros.

7.5 Proposiciones

En la seccién 7.4 analizamos el significado de una proposicién considerandola co-
mo un constructo. En esta seccién eshozaremos una construccién de la nocién de
proposicién como una clase de equivalencia de oraciones sinénimas. Utilizaremos
nociones introducidas en secciones anteriores (convenietemente modificadas) para
caracterizar las nociones de significancia y sinonimia de oraciones.
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7.5.1 Denotacién de una oracién

En la seccion 6.5.1 introdujimos la nocién de referencia de un constructo. Luego,
observamos que la denotacién de la oracién es la composicién de la referencia con
la designacién (6.10). Necesitamos invertir el mecanismo e introducir directamente
la funcién denotacién Deon definiciones similares a 6.10 y 6.11.

Definicién 7.18 (Denotacién de predicados (oraciones)).
Sea P € P un predicado-oracién (es decir, un esquema de oracidn con variables)
con dominio [, ;. Entonces, la funcién de denotacién para predicados:

D,:P— P (Um)
es tal que:
D, (P) = (7.17)
Definicién 7.19 (Denotacién).

Sea una teoria 7 provista de una familia de predicados atémicos P;, con dominios
I, ©i: y sea S el conjunto de los enunciados formados con ellos. La funcién:

D:S—>?<LiJQi>

llamada funcidn de Denotacidn, satisface las condiciones:

1. Si s € S es una constante ¢ o una variable z:

11?()(:)) :; (7.18)
2. Si s es TaP(z),
D[reP(z)] = D, (P) (7.19)

3. Sis € S es una oracion atémica P;, formada reemplazando los parametros del
predicado por términos t;:

D[P(t1,...t,)] = [ D(t:) (7.20)

4. Si s es una proposicién compuesta, combinando proposiciones atémicas s; a
través de los operadores logicos:

D(s) = UD(S,-) (7.21)

Estas definiciones estdn calcadas de las de referencia y la discusién es muy similar
a la de la seccién 6.5.1.

7.5.2 Sentido de una oracion

En la seccién 7.2 introdujimos la nocién de sentido de una oracién en un lenguaje
formalizado. De hecho, jesa seccidn se escribié pensando en caracterizar proposicio-
nes como clases de equivalencia de oraciones!
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7.5.3 Significancia y sinonimia constructivas

Pasemos ahora a construir la nocién de significancia. Nuestra definicién es analoga
a la de significado de un constructo:

Definicién 7.20 (Significancia).
Sea un contexto C. La funcion:

Sg: S8 — P(S) x P(D)

con valores dados por:

se llama funcion de significancia del contexto. Su valor para una oracién c se llama
la significancia de c.

Podemos generalizar la nocién de significancia a cualquier signo s € ¥ de un
contexto, asignando sentido nulo a los términos y predicados. Ahora definimos
sinonimia exactamente de la misma forma que antes:

Definicién 7.21 (Sinénimos).
Dos signos s,5' € £ son sinénimos si tienen la misma significancia:

s 2o 1 Sp(s) = Sg(s) (7.22)

. sin . ..
La relacion = se llama de sinonimia.

y se sigue de inmediato que la relacién de sinonimia es de equivalencia.

Como resultado de esta definicién, dos constantes de una teoria son sinénimas
si denotan el mismo objeto y por lo tanto “Venus”, “Fésforo” y “Véspero” son
sinénimas. De la misma manera, dos predicados son sinénimos si representan la
misma propiedad de los mismos objetos.

7.5.4 Constructos

Por fin estamos en condiciones de definir proposiciones (constructos, en general)
como clases de equivalencia de oraciones sindnimas.

Definicién 7.22 (Constructo).

Sea C un contexto cerrado, X la clase de FBF’s de C y Sza la relacién de sinonimia
sobre C. Definimos la clase de constructos C' de un contexto C como la clase
cociente:

sin

c=%/=
Finalmente, llamaremos proposicion a los constructos con sentido no nulo:

Definicién 7.23 (Proposicion).
Un constructo se llama proposicidn si su sentido (el de la clase de equivalencia) es
no nulo.

Hemos obtenido, de esta manera, la nociéon de constructo y de proposicion como
una clase de equivalencia de FBF’s sinénimas. Desde el punto de vista de una
ontologia realista, lo que hemos construido es un modelo de las clases de equivalencia
de procesos mentales que constituyen, hipotéticamente, la nociéon de constructo. Si
esta nocion es adecuada, como teoria de caja negra, debe decidirlo la observacion.
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Capitulo 8

Cosas

La ontologia o metafisica es la parte de la filosofia que responde a la pregunta
“;Qué hay?” Y Quine ha observado que la respuesta es trivial: “De todo”. Sin
embargo, la tarea de la ontologia no es trivial: le corresponde analizar numero-
sos conceptos que se utilizan continuamente en ciencia: ley natural, estado de un
sistema, cambio y transformacion y la naturaleza del espacio-tiempo.

Ya hemos mencionado que en la filosofia que exponemos, existe una distincion
nitida entre objetos ideales (que son ficticios) y objetos materiales, que son reales.
La l6gica y la teoria de conjuntos describen correctamente a los primeros, consi-
derandolos como proposiciones o conjuntos. En ambos casos, se trata de construc-
tos que, como hemos visto, representan clases de equivalencia de procesos mentales.
Para describir los objetos reales, por otra parte, se necesita una teoria ontoldgica
adecuada.

La teoria ontoldgica que vamos a exponer se basa sobre la de Bunge, expuesta
en las referencias [22, 23].

8.1 Individuos y propiedades

El concepto de cosa que vamos a introducir es muy amplio: incluye particulas
elementales, atomos, moléculas, objetos sélidos, porciones de fluidos, muestras de
sustancias quimicas, bacterias, plantas, animales, ambientes ecoldgicos, seres huma-
nos y sociedades cientificas. Dada una cosa, conviene distinguir entre el individuo

z, que identifica la cosa, y sus propiedades. Asi, por ejemplo, distinguiremos entre
al

, .
el electron a y su carga e, o su spin s2-.

8.1.1 Axiomas de existencia y denotacion

Para desarrollar una ontologia de las cosas materiales, consideremos un contexto
C = (S,P,D). Sea ahora ® C D un subconjunto del universo de discurso, que
asociaremos con las cosas reales, P C D, las propiedades de las cosas y A C P un
subconjunto de predicados, que llamaremos los atributos de las cosas. Entre las
propiedades, hay un grupo distinguido de ellas, por su generalidad e importancia,
que designaremos como >,%,® y ®. Finalmente, designaremos el conjunto de los
individuos con S, y dos individuos especiales con By [J. Estos simbolos forman,
pues, nuestra base primitiva:

Be = (0,P,A,S, >, %, ®,®,0.0) (8.1)

1Esta distincién es un refinamiento de la que Aristételes establecia entre sustancia y forma.
[124]
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Comenzaremos nuestra teoria ontoldgica enunciando algunos axiomas:

Axioma 8.1 (Existencia e interpretacién).

0+ o

(Va)o(z denota una cosa real)

Axioma 8.2 (Individuo sustancial).

SO

(Vz)s(z denota el individuo asociado a una cosa)

Por lo general, denotaremos una cosa a través del individuo que la caracteriza.
Sea z una cosa (individuo) y sea P(z) € P(P) el conjunto de sus propiedades.
Cuando tengamos que distinguir entre el individuo y la cosa, usaremos una notacién
adecuada para hacerlo. En el contexto en que estamos trabajando representaremos
la asociacién de propiedades con un individuo a través de proposiciones, llamadas
atributos, del conjunto A. Nuestro siguiente axioma se refiere a las propiedades:

Axioma 8.3 (Existencia de propiedades).

P+£0o
(VP)p(dz)s(z > P)
(VP)p(P representa una propiedad de alguna cosa)

Nuevamente, nuestra nocién de propiedad es sumamente general. He aqui algu-
nos ejemplos de cosas y sus propiedades.

Ejemplo 8.1 (Particula elemental).

Una particula elemental esta caracterizada por su masa m, su helicidad h, su carga
Q) y otros niimeros cuanticos similares, ademds de su posicién z# y su impulso p*
con respecto de un sistema de referencia dado K.

Ejemplo 8.2 (Molécula).

Propiedades tipicas de una molécula son su energia interna F;, orientacién e impulso
angular respecto de un sistema de referencia K, grado de ionizacién, reactividad
quimica.

Ejemplo 8.3 (Animal).

Los animales son seres vivos metazoos (multicelulares), méviles y heterotrofos (se
alimentan de otros seres vivos). Otras propiedades importantes son la estructura
del aparato digestivo, el medio de locomocion, el sexo y su capacidad sensorial.

Axioma 8.4 (Atributos).
Una propiedad P se representa a través de uno o mdas atributos A € A:

A:SxBxC...—» 8 (8.2)

en donde B,C ... son conjuntos arbitrarios, no vacios, que pueden ser iguales a S.

Debemos distinguir cuidadosamente entre el atributo, que representa una pro-
piedad, y la propiedad misma. En particular, un individuo = posee una propiedad

P(z),
z>P

independientmente de que exista un atributo Afz, P(z)] que represente dicha pro-
piedad.
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Definicién 8.1 (Propiedad sustancial).
Una propiedad P se llama sustancial si existe un individuo sustancial que la posee:

(3z)s(z > P)

Los axiomas 8.1, 8.2 y 8.3 afirman en conjunto la existencia de individuos pro-
vistos de propiedades sustanciales; es decir de cosas. los axiomas anteriores, sin
embargo no aclaran si una cosa puede poseer una propiedad “a medias”. Por lo
tanto, postulamos:

Axioma 8.5 (Aristételes).
(z > P)V ~(z > P)

8.1.2 Una clasificacién de las propiedades

Estamos ahora en condiciones de introducir una clasificacién importante de las
propiedades.

Definicién 8.2.
Diremos que una propiedad P es intrinseca si sus atributos dependen de un tnico
individuo. En caso contrario, la propiedad se llama relacional.

Ejemplo 8.4.

La carga eléctrica, la masa en reposo y el spin son propiedades intrinsecas de las
particulas elementales. El impulso y el impulso angular total de un cuerpo son
propiedades relacionales, pues dependen de un segundo cuerpo fisico: el sistema de
referencia.

Ejemplo 8.5.

La densidad y el indice de refraccién son propiedades intrinsecas de una porcion de
un compuesto quimico, mientras que su solubilidad y su reactividad son propiedades
relacionales.

Ejemplo 8.6.
La edad y el sexo son propiedades intrinsecas de un ser vivo, mientras que el apa-
reamiento o su posicion en la cadena trofica son propiedades relacionales.

Destaquemos que la distincion entre propiedades intrinsecas y relacionales de-
pende tnicamente del niimero minimo de individuos sustanciales que aparecen en
los atributos.

Definicién 8.3 (Propiedades primarias y secundarias).
Una propiedad relacional se llama secundaria si relacionan una cosa con las precep-
ciones de un ser vivo. Se llama premaria en caso contrario.

Las propiedades secundarias son importantes en epistemologia, pues todo cono-
cimento se obtiene a través de los sentidos, pero no tienen importancia en ciencia,
que se ocupa exclusivamente de las propiedades primarias. También juegan un pa-
pel esencial en la tecunologia, pues el disefio y la elaboracién de productos deben
tenerlas en cuenta [83, p. 138]:

jQué alma tan gracil la del vino!

Alfareros: jmodelad para esa alma delicada cdintaros de paredes tersas!

Cinceladores de cdlices: jredondeadles con primor para que esa alma
voluptuosa

pueda acariciarse en el azul turqui de su cristal!

Puesto que estamos fundamentalmente en la ciencia bdsica, nos limitaremos
desde ahora en adelante a las propiedades primarias de las cosas.

119



8.1.3 Propiedades unarizadas

Tratemos ahora de definir la nocién de propiedades de una cosa. Exista, para ha-
cerlo, la dificultad de que muchas propiedades importantes son relacionales. Por
ejemplo, el estado de una particula clasica a estd definido por su posiciéon r y su
impulso p respecto de un sistema de referencia prefijado K. Aunque estas propie-
dades sean relacionales, podemos considerarlas propiedades intrinsecas con respecto
de un sistema de referencia fijo. Este procedimiento de fijar el resto del universo
de discurso es comin en ciencia: una vez elegido un sistema de referencia, éste
se utiliza tacitamente, hasta que la necesidad obligue a cambiarlo. Llamaremos a
este proceso unarizacion. Formalmente, prodemos definir una propiedad unarizada
como una funcién de la cosa z, dependiente de un conjunto de parametros y,z ...
de la siguiente manera:

Definicién 8.4 (Propiedad unarizada).
Dada una propiedad P € P definida a través de un atributo 4 € A, la funcién
P : 0 — P tal que:

Py‘z...(iv) = TPA(P,LE.y.Z .. )

Una propiedad unarizada, pues, es una funcién que a cada cosa le asigna una
propiedad, dependiendo de un conjunto de parametros, algunos de los cuales pueden
ser otras cosas. Desde ahora en adelante, suprimiremos la mencion explicita de los
parametros de la funcién P.

Axioma 8.6 (Representacién de cosas).
Una cosa X se representa por el par ordenado (z,P(z)).

Por lo general, una cosa tiene muchas propiedades y P(z) va a ser un objeto de
muchas componentes, cada una de las cuales representa una propiedad sustancial
de la cosa z. Es necesario distinguir entre las propiedades generales, tales como
la densidad o el indice de refraccién de un cuerpo y sus valores particulares n =
1.54, p = 2.17g/cm?®. El siguiente axioma tiene un gran valor metodolégico, pues
promete la posibilidad de estudiar exhaustivamente la naturaleza:

Axioma 8.7 (Cardinalidad).

El conjunto de propiedades generales es finito.

Sin embargo, el nimero de propiedades generales es sumamente grande, lo que
garantiza trabajo a los cientificos durante muchisimo tiempo.
Nuestro siguente axioma es una adpatacion del principio de Leibnitz a la onto-

logia (cf. Secc. 3.1):

Axioma 8.8 (Principio de individuacién).
Dos cosas distintas tienen distintas propiedades:

(Vz,y)e(z #y = P(z) # P(y))
Teorema 8.1.
P(r)=P(y) =z =y

Si bien el conjunto de sus propiedades identifica una cosa, una propiedad dada
puede ser compartida por otras cosas. Por ejemplo, todos los electrones comparten
la masa y el spin, aunque sus impulsos o sus helicidades sean diferentes.

Definicién 8.5 (Alcance de una propiedad).
Se llama alcance (scope) de una propiedad P al conjunto de cosas que la poseen:

S(P) = {z|z > P}
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Ejemplo 8.7 (Energia).
El alcance de la energia es ©, pues la energia es una propiedad universal.

Ejemplo 8.8 (Temperatura).
El alcance de la temperatura es el conjunto de cuerpos macroscépicos.

Ejemplo 8.9 (Sexo).
El alcance del sexo es el conjunto de los eucariotas.

La nocién de alcance es fundamental en la presente ontologia. Como veremos,
las nociones de ley natural y de clasificacién natural se pueden elucidar sobre la
base del alcance.

8.1.4 Modelos de cosa

Por lo general, la ciencia no trabaja con el concepto abstracto de cosa que hemos
introducido. Por el contrario, un cientifico tipico introduce simplificaciones impor-
tantes en la descripcion de una cosa. Estos modelos de cosa son las herramientas
de trabajo fundamentales en ciencia.

Definicién 8.6 (Esquema funcional).
Un esquema funcional Xp de una cosa X = (z,P(z)) es el par ordenado Xp =
(M.F) en donde M es un conjunto arbitrario y F = {F;|F; : M — V,i € N} es un

conjunto arbitrario de funciones de dominio P y rango en un espacio auxiliar V.

Ejemplo 8.10.
Un modelo de una particula clisica se obtiene eligiendo M = K x T (con K el
conjunto de sistemas de referencia y T' el tiempo) y F = (u, &, 7, ¢), en donde

posicion

mpulso

>
-

= fuerza
como funciones del sistema de referencia k y del tiempo t.
Los esquemas funcionales proporcionan un modelo muy general de cosa:

Axioma 8.9.
Toda cosa puede modelarse con un esquema funcional.

(VX)o(3Xr)o(Xr 2 X)

Existen muchas maneras de modelar una cosa, algunas de ellas sorprendente-
mente sencillas. Asi, en Mecdnica Celeste la Tierra puede modelarse como un punto
masa, en la teoria de la radiacién un dtomo puede modelarse como un sistema de dos
niveles y en genética un ser vivo puede modelarse como un conjunto muy pequeno
de genes. Los modelos fieles de cosas son muy escasos, tal vez inexistentes, pero
introduciremos la ficcién de que existen modelos fieles para cada cosa. Esto nos per-
mitird trabajar con las cosas usando el lenguaje de los modelos funcionales, que es
muy natural en la ciencia. Por otra parte, aunque un modelo describa correctamen-
te una cosa es esencial mantener la distincién entre cosa y modelo, pues la confusiéon
entre ambas es el origen de la magia negra y otras supersticiones: la curandera que
picha con alfileres el retrato de su enemigo estd cometiendo esa confusion.

El rango de la funcién F depende de la propiedad de que se trate. Puede tratarse
de un nimero real (con dimensiones dadas), de un conjunto discreto (tal vez infinito)
de niimeros reales o de conjuntos mas complicados.
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Ejemplo 8.11.
La posicion e impulso de una particula clasica se representan con vectores: ternas
de nimeros reales.

Ejemplo 8.12.
La carga eléctrica de un dtomo o molécula, asi como sus niveles de energia se
representan con conjuntos discretos de niimeros reales.

Ejemplo 8.13.
El sexo, color de ojos, grupos sanguineos, se representan como elementos de con-
juntos finitos:

{Macho, Hembra}
{Marrones, Azules}

{0.A,B,AB}

Pasemos ahora a definir una de las nociones fundamentales de nuestra ontologia:
la nocién de estado de una cosa. Intuitivamente, el estado de una cosa es el conjunto
de las propiedades que ésta tiene en un instante dado. Sin embargo, las propiedades
unarizadas muchas veces no estan dadas como elementos de la base primitiva de la
teoria. En su lugar, pueden utilizarse un conjunto V; de variables auxiliares, tales
que las propiedades P; = F;(V;).

Definicién 8.7 (Espacio de estados).
V = 1[I, Vi se llama el espacio de estados de la cosa.

Definicién 8.8.
Un estado de una cosa es un punto del espacio de estados.

Ejemplo 8.14 (Mecdnica Cuéntica).
El estado de un sistema cudntico o se representa con un vector en el espacio de

Hilbert H:
|W(0)) € HL estado de o

Ejemplo 8.15 (Sistema de dos niveles).
El modelo mas sencillo de un dtomo es el sistema de dos niveles, descripto por el
vector de estado:

cos 8

U(o)) =
() sen 6

Finalmente, estamos en condiciones de caracterizar un objeto material (o cosa)
y un objeto real. Para hacerlo, observemos que un objeto ideal (tal como una
proposicién o un tridngulo geométrico) son objetos invariables: su estado es tinico
o (si se lo prefiere asi) su espacio de estados se reduce a un tinico punto.

Definicién 8.9.
Un objeto se llama material si su espacio de estados contiene al menos dos puntos.

El siguiente axioma tiene gran importancia, pues es la base de la posicién fi-
loséfica llamada realismo critico o también materialismo cientifico:

Axioma 8.10 (Materialismo cientifico).
Un objeto es real st y sdlo st es material.

De este modo, objetos tales como las mesas (ejemplos favoritos de los fildsofos),
los campos electromagnéticos, las particulas elementales, los mecheros Bunsen, los
paramecios o los bosques son reales, mientras que las proposiciones, los tridngulos,
las distribuciones, Pegaso y los fantasmas son ficticios. Por otra parte, ningin
objeto puede ser real y ficticio a la vez:



Axioma 8.11.
Sea C' el congunto de los objetos conceptuales (ficticios). Entonces:

CNe=0

8.2 Asociacion

El estudio cientifico de la naturaleza muestra una estructura jerarquica en las co-
sas: cosas mas complejas estdn formadas por otras mds simples. Asi, los dtomos
estdn formados por particulas elementales, las moléculas por dtomos, los cuerpos
macroscopicos por moléculas. En los seres vivos esta estructura se repite: los meta-
zoos estan formados por células, que forman tejidos que se estructuran en érganos,
y los seres vivos se agrupan en una jerarquia de comunidades ecoldgicas. Diremos
que esta estructura estd formada por asociacién de cosas.

Las propiedades de asociacién son fundamentales para describir a la naturaleza.
Existe una rica variedad de formas de asociacién, que van desde las interacciones
moleculares a la compleja estructura familiar de los insectos y mamiferos. En es-
ta seccién desarrollaremos un modelo muy sencillo de asociacién, que abstrae las
caracteristicas mas importantes de las formas mds complejas.

8.2.1 Axiomas de asociacion

Distinguiremos dos formas bésicas de asociacion: yuztaposicion y superposicion de
cosas. Intuitivamente, dos cosas estidn yuxtapuestas si ocupan lugares distintos
mientras que dos cosas superpuestas comparten el mismo lugar. Sin embargo, en
nuestra formulacion no hay nociones espaciotemporales; por el contrario, construi-
remos la teoria del espaciotiempo a partir de nociones ontoldgicas fundamentales.

Ejemplo 8.16 (Caida de los cuerpos).
Un cuerpo cualquiera estd superpuesto al campo gravitacional de la tierra.

Ejemplo 8.17 (Sistema solar).
El Sol y los planetas estdn yuxtapuestos para formar el sistema solar. Ademds,
estdn superpuestos con el campo gravitacional.

Ejemplo 8.18 (Café con leche).
En un Café con leche la superposicién del café y la leche estd yuxtapuesta con la
taza.

Representaremos las propiedades de asociacién por dos operaciones binarias, @
y ®, y una operacién unaria % sobre el conjunto de cosas ©, que satisfacen los
axiomas siguientes:

Axioma 8.12 (Estructura booleana).
Las funciones @, ®, % satisfacen un dlgebra de Boole sobre ©.

En el reticulado que postulamos, @ juega el papel de cota superior minima Y,
® el de A y % el de complemento ’.

Axioma 8.13 (Interpretacién).

a®bZ la yuztaposicion de a y b.
a®b> la superposicion de a y b.
*a 2 el entorno fisico de a.
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Ejemplo 8.19 (Sistema solar).
Sean S el sol, P; los planetas y g el campo gravitacional. Entonces, el sistema solar
se puede caracterizar como

Ss=[Se (P r)eg

Ejemplo 8.20 (Café con leche).
Un Café con leche se puede describir en la forma:

Café con leche = taza @ (caté ® leche)

Por el axioma 8.12 y la definicién de dlgebra de Boole, sabemos que existen dos
cotas universales al reticulado, que designaremos por By [.

Axioma 8.14 (El mundo y la nada).

B denota el mundo
O denota la nada

Es necesario distinguir cuidadosamente entre el conjunto de todas las cosas ©
(que es un constructo, un objeto ficticio) y el mundo M, que es un objeto fisico.

De la misma manera, es necesario distinguir el conjunto vacio @ de la nada
0. De acuerdo con la definicién 8.9 la nada es un objeto ideal, una ficciéon. Sin
embargo, es distinta del conjunto vacio: tiene propiedades de asociacion que, como
veremos, sou importantes para la pregeometria.

Ahora podemos definir algunos conceptos pregeométricos muy sencillos a partir
de nuestras operaciones basicas:

Definicién 8.10 (Conceptos pregeométricos basicos).
Dos cosas estdn separadas si no se superponen:

azbdéfa@)b:D

Dos cosas estdn unidas si no estan separadas:

a&deéfa@)b#D

Ahora podemos definir con generalidad la nocién de ensamble.

Definicién 8.11 (Ensamble).
Si ¥ C © entonces:

1. el ensamble aditivo de X es
[X] =sup X
2. el ensamble multiplicativo es

() =inf X

Las cantidades [X] y (¥) existen siempre, por el axioma 8.12. En particular, si
z e y son dos cosas:

{z.y} =z 0y (8.3)
({z.y}) =z ®y (8.4)

Con las definiciones anteriores, podemos elucidar la naturaleza del mundo y de
la nada:
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Teorema 8.2 (Naturaleza del mundo).
El mundo es la yuztaposicion de todas las cosas:

H=[0]
El teorema dual de 8.2 es:

Teorema 8.3 (Naturaleza de la nada).
La nada es la superposicion de todas las cosas:

0=(0)

8.2.2 Algunas consecuencias

La teoria de asociacidon aqui expuesta tiene varias consecuencias importantes, que
reflejan la bella estructura booleana que hemos supuesto para el mundo.

Teorema 8.4.
Las cosas son idempotentes repecto de la asociacion:

aPa=a

a®a=a

Ejemplo 8.21 (Café con leche).

La idempotencia de las operaciones ontoldgicas basicas lleva a algunas simplificacio-
nes sorprendentes. Por ejemplo, un café con leche puede describirse de dos maneras
equivalentes:

Café-con-leche = taza @ (café ® leche)

= (taza sy café) ® (taza ® Ieche)

La nocién de parte fisica (u ontoldgica) de una cosa se introduce observando que
las partes no anaden al todo:

Definicién 8.12 (Parte fisica).
z € O es una parte fisica de y :

[=%
-

€

tCy=z®y=y

La nocién de parte fisica (que a veces llamaremos subcosa) refleja el orden parcial
sobre © descripto por el dlgebra de Boole. La nocién de partes sirve para elucidar
la de composicién de una cosa:

Definicién 8.13 (Composicion).
La composicion de una cosa z es el conjunto de sus partes fisicas:

C(z) = {2|2 E =}

La composicién de una cosa no debe confundirse con su ensamble. La primera
es un constructo: la lista de las partes componentes. Sélo la segunda representa un
objeto fisico: la construccién del mismo. Vale, sin embargo:

Teorema 8.5.
Toda cosa es el ensamble aditivo de sus partes:

z = [C(2)]



Como corolario, obtenemos otra demostracion del teorema 8.2. Otra importante
consecuencia de la teoria es:

Teorema 8.6 (Unicidad del mundo).
Hay un dnico mundo.

Demostracion. Todos los supremos son tinicos. ]

Como consecuencia, la interpretacion de los muchos mundos de la Mecanica
Cudntica [79] es inconsistente con esta ontologia. También lo son las “metafisicas
de los mundos posibles” (empezando con la de Leibnitz, maravillosamente satirizada
por Voltaire) y la teoria de Popper de los “Tres Mundos” [25].

Es posible desarrollar la teoria de conjuntos basdndose en un tinico individuo: el
conjunto vacio @. Esto es imposible en nuestra ontologia, cuya esturctura booleana
es mucho mds rica que la de la clase universal. Probaremos ahora que nuestra
ontologia satiface el Principio de Epicuro [93, 1,150,215]:

De ello surge, para nosotros, un primer principio: que ninguna cosa, ni
aun por operacion divina, se engendra en la nada.

Agrega que la naturaleza disuelve de nuevo cada cosa ... pero no las
aniquila.

En esta formulacion, el principio de Epicuro toma la siguiente formas:

Teorema 8.7 (Principio de Epicuro).
St x,y son cosas diferentes de la nada:

r@y#0
ry=0=>21y
[O]=0
O)=0

Asi, pues, la naturaleza no puede construirse a partir de la nada y otras teorias
filos6ficas (como el existencialismo) son incompatibles con esta ontologia. Para
describir las piezas fundamentales de la naturaleza, adoptaremos la nocién de cosa
basica.

Definicién 8.14 (Parte propia).
Una parte propia de una cosa x es una parte no nula diferente de z.

Definicién 8.15 (Cosas basicas).
Una cosa es basica si no tiene partes propias.

El siguiente axioma, que tiene su origen en los atomistas griegos [124, 97], es
fundamental en la ciencia moderna: toda cosa esta compuesta de un conjunto de
cosas basicas:

Axioma 8.15 (Existencia de cosas bésicas).
Existe un subconjunto B C © tal que

(Vz)o(3B,)(B, C B Az = [B,])

No corresponde a la filosofia determinar cudles son las cosas bdsicas. La fisica
contemporanea sugiere que éstas son un conjunto de campos fermionicos (leptones
y quarks) junto con un conjunto de bosones intermediarios.
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8.2.3 Asociacion y propiedades

El comportamiento de las propiedades bajo asociacién no es simple. De hecho, la
asociacion de cosas introduce propiedades nuevas, que no poseian las partes. En
general vale:

z=zr @y
P(z) # P(x) U P(y)
Un ejemplo importante de propiedad nueva es la de z de estar formado por z e

y, que las partes individuales no poseen. Como consecuencia, las propiedades del
mundo no son la unién de las propiedades de sus partes fisicas.

(8.5)

Teorema 8.8.

r(m) =P([0)) £ | J P(z)

€O

De acuerdo con lo anterior, las propiedades de una asociacién pueden pertenecer
a dos tipos:

Definicién 8.16 (Propiedades hereditarias y emergentes).
Sea z una cosa compuesta aditivamente de un conjunto de cosas X: z = [X].
Diremos que P es una propiedad hereditaria (o resultante) si existe una parte propia
de z que la posee.

Una propiedad de z se lama propiedad emergente si no es hereditaria.

Ejemplo 8.22 (Carga eléctrica).
La carga eléctrica de un cuerpo es una propiedad hereditaria.

Ejemplo 8.23 (Valencia).
La valencia es una propiedad emergente de dtomos y moléculas: electones y nicleos
aislados no tienen valencia.

Ejemplo 8.24 (Energia interna y temperatura).
La energia interna es una propiedad hereditaria de un gas, mientras que la tempe-
ratura es una propiedad emergente.

Ejemplo 8.25 (Masa y sexo de un ser vivo).
La masa de un ser vivo es una propiedad hereditaria, mientras que el sexo es emer-
gente.

Podemos resumir estos ejemplos con el axioma siguiente:

Axioma 8.16 (Existencia de propiedades emergentes).
Toda cosa compuesta tiene propiedades emergentes.

En la préxima seccidn enunciaremos una forma méas completa del axioma ante-
rior.

8.3 Ley y Orden

Desde el punto de vista del cientifico, las propiedades mas interesantes de una cosa
son aquellas que permiten conocer su estructura, su comportamiento y su relacién
con otras cosas materiales. Estas propiedades describen leyes naturales y establecen
una estructura de orden sobre el mundo.
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8.3.1 Ley como restriccion de los alcances

Vamos a definir la nociéon de enunciado de ley: la reconstruccién conceptual de
estructuras objetivas definidas por propiedades de cosas. Nuestras herramientas
fundamentales serdn la nocién de alcance de una cosa (Def. 8.5) y la de esquema

funcional (Def. 8.6).

Definicién 8.17 (Enunciado de ley).
Si P,@ € P son propiedades sustanciales, la proposicién

S(P)cs(@Q)

se llama enunciado de ley que relaciona Py (). Las dos propiedades estan conectadas
legalmente.

La definicién anterior es abstracta, pero tiene la ventaja de no hacer intervenir
la nocién de modelo de cosa. Por abuso de lenguaje, hablaremos de una ley en lugar
de enunciado de ley.

Ejemplo 8.26 (Particulas elementales).
Los electrones son las tinicas particulas elementales de spin % con masa igual a m..

Ejemplo 8.27 (Mamiferos).
Los mamiferos son los 1inicos vertebrados con dentadura diferenciada en incisivos,
caninos y molares.

El axioma que sigue es la base de toda la ciencia y la tecnologia:

Axioma 8.17 (Principio de legalidad).
Toda propiedad sustancial esta conectada legalmente con otra propiedad sustancial:

(VP)p(3Q)p(S(P) C S(Q) Vv S(Q) C S(P))

El principio de legalidad garantiza que la ciencia es coherente: no existen temas
de investigacion aislados de los demds ni hay tampoco propiedades separadas de las
cosas naturales.

Ejemplo 8.28 (“Verdul”).
El predicado “Verdul”?:

"Verde antes de 2000 DC y azul después”

no figura en ningin enunciado de ley y no representa, por lo tanto, una propiedad
sustancial.

La definicién 8.17 sugiere introducir la siguiente relacion de precedencia entre
propiedades:

Definicién 8.18 (Precedencia de propiedades).
La propiedad P precede a @) si el alcance de P incluye al de Q:

P<QESQ CSP)

La propiedad P, pues, es mds general que la propiedad @) y la precedencia
es equivalente a que exista un enunciado de ley que conecte ambas propiedades.
La relacién de precedencia tiene un profundo significado ontolégico, pues implica
que la mayor o menor generalidad de una propiedad es una ley natural. Con la
relacion de precedencia podemos enunciar un axioma profundo sobre las propiedades
emergentes:

2%Grue”, en inglés.
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Axioma 8.18 (Precedencia de propiedades emergentes).
Toda propiedad emergente tiene propiedades que la preceden.

El axioma anterior implica que las propiedades emergentes no surgen de la nada.
Por ejemplo, la valencia puede analizarse como consecuencia de la deformabilidad
de las nubes electrénicas (matriz densidad de carga de un cuerpo) de un dtomo que
es una propiedad que la precede; la temperatura como la energia cinética promedio
de las moléculas del gas y el sexo como la existencia de genes especificos (secciones
de la molécula de dcido desoxirribonucleico). Y, trivialmente, este andlisis formula
en cada caso una ley natural.

8.3.2 Orden natural

Intentaremos ahora elucidar la nocién de orden natural: el que establecen las pro-
piedades sobre el conjunto de cosas ©. La relaciéon < es reflexiva y transitiva pero
no antisimétrica pues (P < Q)A(Q < P) & P = (), ya que dos propiedades pueden
tener el mismo alcance y no ser idénticas. Por ejemplo, las propiedades

I—Z:]_—I

"Lineas de Balmer en el espectro visible™

(8.6)

tienen el mismo alcance, pero son diferentes. Ambas propiedades, sin embargo,
estan conectadas por un enunciado de ley.

Definicién 8.19 (Propiedades concomitantes).
Se llaman propiedades concomitantes las que tienen el mismo alcance:

def

P~Q=8P)=5Q)

La concomitancia de propiedades es una relacién de equivalencia: dos propie-
A
dades con el mismo alcance son incapaces de distinguir entre cosas. La relaciéon <

inducida es de orden sobre el conjunto cociente P = P/ ~.

Definicién 8.20 (Alcance generalizado).
La funcién § : P — P(0O) es el alcance de clases de equivalencia de concomitantes:

S(P) =S8(P)

El alcance generalizado es una funcién inyectiva y por lo tanto induce sobre
su dominio P las estructuras de su rango P(0). En particular, el conjunto de las
partes tiene una estructura de reticulado bajo las operaciones de union, interseccion
y complemento. Asi pues, a cada conjunto de cosas T C © le corresponde un
conjunto de propiedades concomitantes: las que comparten las cosas de T. Con
mds precision:

Definicién 8.21 (Alcance inverso).
La funcién §* : P(P(0)) — P(P) asigna a cada familia de conjuntos de cosas X las
propiedades que las cosas comparten:

S§*(X)={P e P|S(P) e X}
Consideremos ahora un conjunto de cosas T y sea
[T)={X|XCOATCX} (8.7)

es decir, el conjunto de conjuntos de cosas que incluyen a T como parte. Este
conjunto es un filtro sobre el reticulado inducido sobre P(®) por la relacién de
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inclusién. El alcance inverso de [T) es un ideal sobre el reticulado inducido por el
alcance generalizado: es el ideal de las propiedades compartidas por los miembros

de T':
S*([T)) ={P € P|(Vz)o(z € T = z > P)} (8.8)

Con las consideraciones anteriores, podemos definir rigurosamente la nocién de
clase natural.

Definicién 8.22 (Clase natural).
Se lama clase natural definida por P al alcance de P

Teorema 8.9.
La coleccidn de propiedades p(T) de una clase natural T = S(P) es el ideal principal
de propiedades compartidas por los miembros de T':

p(T)={Q € P|Q < P}

Como consecuencia, cuanto mas amplia es la gama de propiedades consideradas,
tanto menor es la clase natural:

Teorema 8.10.
TCT = p(T') Cp(T)

En este teorema se funda el principio de clasificacién de las cosas de la naturaleza.
Un esquema taxonémico considera un ideal de propiedades y va agrupando las cosas
en filtros definidos por el ideal de propiedades.

8.3.3 Ley como restriccion del espacio de estados

Sin embargo, en la ciencia las leyes se enuncian de otra manera: como restricciones
a la funcién de estado de una cosa. Esta segunda definicion es mucho mas precisa
y util que la anterior, pues pone resticciones especificas sobre las propiedades.

Definicién 8.23 (Enunciado de ley).

Sea Xp = (M.F) el esquema funcional de un modelo de cosa perteneciente a una
teoria T con una clase de referencia factual R C ©. Se llama enunciado de ley a
cualquier teorema de T que implique una restriccién sobre la funcién F.

Ejemplo 8.29 (Oscilador armdnico).
La funcién de estado de una particula en movimiento unidimensional tiene la forma
F = (z,p). El enunciado de ley que describe el oscilador armdnico es la restriccidn:

z = Acosw(t —tg)

(8.9)
p=—mwAsenw(t —ty)

en donde m representa la masa de la particula, w la frecuencia del oscilador (una
propiedad emergente) y A la amplitud del movimiento (otra propiedad emergente).
Por otra parte, t y ty son funciones reales del conjunto M:

t: M — R

Las variables etdn restingidas a una curva (eliptica) en el espacio de estados S =
R(z)x R(p). La mismaley puede enunciarse en la forma de ecuacién de movimiento:

L
e

con condiciones iniciales adecuadas.

= —mw’z (8.10)
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Figura 8.1: Espacio de estados de un oscilador armonico. El plano X, P es el espacio
de estados S, mientras que la elipse representa el espacio de estados legales Sy.
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Ejemplo 8.30 (Ley de Gravitacién Universal).
La fuerza que actia sobre una particula r (producida por otra de masa m' en el
origen) es una funcién F : 2 — R3. La ley 5.9 restringe las posibles funciones a la
forma
r
F=G Nmm'—3
T
Ejemplo 8.31 (Ley de proporciones definidas).
La composicién quimca de una sustancia binaria puede representarse por una fun-
cién vectorial sobre los elementos constituyentes:

F:0 - ®?
La ley de proporciones definidas restringe el cociente de las componentes [107, 101]:

La proporcién segin la cual dos cuerpos simples pueden unirse para
formar un compuesto definido no es susceptible de variaciones continuas.

Ejemplo 8.32 (Leyes de Mendel).

Sea p la probabilidad de un gen dominante en una poblacién y ¢ =1 — p el alelo
recesivo, y sea P la probabilidad del fenotipo dominante y Q = 1 — P el fenotipo
recesivo. Ambas probabilidades son dos componentes de la funcién de estado de la
poblacién. Las leyes de Mendel restringen las componentes con la ecuacién:

Q=7

Como consecuencia de lo anterior, la funcién de estado F no tomara todos los
valores posibles en S: por el contrario, su rango estara restringido al espacio de es-
tados legales Sy. Para definirlo con mds precision, introduciremos algunas nociones
preliminares.
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Figura 8.2: Espacio de estados de un poblaciéon genética. El plano ¢, @ es el espacio
de estados S, mientras que la pardbola representa el espacio de estados legales Sy.
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Definicién 8.24.
Sea L(z) € P(z) un enunciado de ley posido porla cosa X = (z, P(z)). Llamaremos
L(z) la conjunto de las leyes poseidas por z:

L(X)={L|z > L AL es una ley}

Definicién 8.25.
L C P es el conjunto de las leyes poseidas por todas las cosas:

L= |J LX)

Xe0o

Definicién 8.26 (Espacio de estados legales).

Sea ahora una cosa X, representada por un esquema funcional X,,, = (M,F), donde
la funcién Ftiene rango V. El espacio de estados legales Sp(X) es el subconjunto
de estados s € S alcanzables por F:

SL(X) = {s € V|F satistace L(X)}

Definicién 8.27 (Estado legal).
Un punto de Sy, se llama estado legal.

Obviamente, el espacio de estados legales es un subconjunto del espacio de es-

tados S1,(X) C S(X).

Ejemplo 8.33 (Oscilador armdnico).
El espacio de estados legales del oscilador armdnico con energia E son elipses en el

plano (z,p).



Ejemplo 8.34 (Ley de las proporciones definidas).
El espacio de estados legales de un compuesto binario es una recta en el plano
(mn1,ms9) de las masas del compuesto.

Ejemplo 8.35 (Leyes de Mendel).
Las leyes de Mendel restringen las probabilidades de genotipo y fenotipo a una
pardbola en el plano (g, Q).

8.3.4 Cosas de referencia

En fisica es fundamental la nocién de sistema de referencia: practicamente, no puede
desarrollarse ninguna teoria fisica sin utilizarlo, pero lo mismo es cierto de cualquier
otra ciencia.

Ejemplo 8.36 (Cantidades molares).
Es comun referir las cantidades de una sustancia quimica a un cuerpo que contenga
un mol de la misma.

Ejemplo 8.37 (Ejemplar tipo).
La membrecia de un animal a una determinada especie se hace por comparaciéon
con un ejemplar tipo.

Estas consideraciones sugieren la introduccion de una nocién general: la de cosa
de referencia:

Definicién 8.28 (Cosa de referencia).
Una cosa zf con espacio de estados S(z¢) es una cosa de referencia si existe un

modelo funcional de una cosa X,, = (S(zy),F); es decir, el conjunto M = S(z¢) y
F:S(xy) — P.

Asi, pues, la nocién de sistema de referencia se reduce a la més general de cosa
de referencia. Observemos que el conjunto indeterminado M es el espacio de estados
de una cosa patréon: de esa manera es posible caracterizar las propiedades de una
cosa por comparacion con otras elegidas de una vez para siempre. En ese sentido,
todas las propiedades son relacionales: los atributos involucran referencias a una
cosa de referencia, por lo menos, y a veces a varias.

Ejemplo 8.38 (Sistema de las estrellas fijas).

En mecdnica celeste, es usual referir los movimientos planetarios al sistema de las
estrellas fijas: el conjunto de estrellas cercanas a nuestra galaxia®. Estas estrellas
definen un conjunto de direcciones desde el centro de masa del sistema solar a las
estrellas. Con este conjunto de direcciones (que se representa cada una con un
versor) es posible construir tres ejes ortogonales, de acuerdo con alguna convencién.
Este sistema de coordenadas cartesianas es el espacio de estados del modelo del
sistema de las estrellas fijas. Desde el punto de vista de la mecanica celeste, las
otras propiedades del sistema son irrelevantes.

Ejemplo 8.39 (Longitud, tiempo y masa en mecdnica celeste).

Las unidades de longitud, tiempo y masa introducen otras cosas de referencia en la
mecdnica celeste. La unidad de longitud usual es el radio de la érbita terrestre, de
modo que la Tierra se transforma en una cosa de referencia. Lo mismo ocurre con
la unidad de tiempo, que se basa sobre la rotaciéon de la Tierra. Como unidad de

masa, se usa la masa solar, de modo que el Sol es otra cosa de referencia®.

3Existen varias versiones del sistema de referencia, designadas de acuerdo con el catilogo estelar
con el que se construye: FK4, FK5, Hipparcos.

4La precisién actual de las medidas en mecénica celeste, permiten la reduccién de las unidades
de longitud y tiempo en mecdnica celeste a la unidad de tiempo en el laboratorio. Esto permite
eliminar a la Tierra como cosa de referencia. No ocurre lo mismo con la masa, cuya determinacién
en gramos depende del valor de la constante de gravitacién universal G, que se conoce con poca
precisién.
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Capitulo 9

Transformacion

Pocas nociones han sido tan importantes para el desarrollo de la ciencia moderna
como la de cambio, y al mismo tiempo, pocas han sido tan dificiles de analizar.
Adn ahora, con la nueva matematica y las computadoras, no podemos explicar
qué ocurre cuando se revuelve una taza de café, mientras que ya Arquimedes podia
explicar su estado con el liquido en reposo.

Pero en la filosofia de Heréclito el Cosmos, el edificio mismo, se altera perma-
nentemente y “todo fluye” ([70]):

No se puede sumergir dos veces en el mismo rio (91) pues Diversas aguas
fluyen para los que se banan en los mismos rios (12) y hasta El sol es
nuevo cada dia (6).

No es de extranar que esta inestabilidad perpetua haya aterrorizado a los griegos,
pues alin nos aterroriza: la perpetua amenaza de la desgracia y la muerte (pero
también de la felicidad y el nacimiento) es la consecuencia del cambio. Toda esa
inquietud por la transitoriedad estd resumida en un verso de Borges [12, El otro, el
mismol:

La meta es el olvido

La ciencia moderna, desde Galileo a nuestros dias, se ha ocupado del cambio:
la mecdnica celeste, la termodindmica de procesos irreversibles y la teoria de la
evolucion son ejemplos de teorias cientificas creadas con el inico fin de analizar el
cambio en distintos aspectos de la naturaleza. En el presente capitulo, desarrolla-
remos nuestra ontologia para examinar lo que tienen en comin.

9.1 La nocion de cambio

9.1.1 Evento y cambio

Para comenzar nuestro anilisis, introduciremos una nocién algo mds general que la
de cambio.

Definicién 9.1 (Evento).
Un evento e es un par ordenado de estados de una cosa X. Si s,s' € S:

e=(s,s)eSxS
Los elementos de la diagonal i; = (s, s) se llaman los eventos idénticos.

Definicién 9.2 (Cambio).
Un cambio en una cosa X es un evento distinto de la identidad. e ¢ 4.

134



Figura 9.1: Diagrama de transiciéon para un sistema de dos estados

<1,1> 1 <2,1> 2

b A

<1,2> <2,2>

Esta definicion describe correctamente la nocion de cambio, con los elementos ya
introducidos en la presente ontologia. Observemos, en particular, que esta definicién
no utiliza la nocién de tiempo. Por el contrario, usaremos la nocién de cambio para
desarrollar una teoria del tiempo.

Ejemplo 9.1 (Particula unidimensional).
El estado de una particula unidimensional estd descripto por el par ordenado (z, p).
Un evento estd descripto, entonces, por el par ordenado (z1,p1), (z2,p2).

Ejemplo 9.2 (Sistema de dos niveles).
En el sistema de dos niveles (Ejemplo 8.15) los eventos posibles pueden representarse

por la matriz:
11 (1.2)
1) (2.2)
o por el diagrama de transicién de la figura 9.1.

Con la nocién de cambio, introducieremos otra nocién relacionada: la de muta-

bilidad:
Definicién 9.3 (Mutabilidad).

Una cosa es mutable si su espacio legal de estados Sptiene al menos dos puntos. las
cosas no mutables se llamas inmutables.

El siguiente teorema es consecuencia del axioma 8.10:

Teorema 9.1 (Mutabilidad de la materia).
Todo objeto mutable es material.

Pasemos ahora a considerar secuencias de eventos.

Definicién 9.4 (Evento compuesto).
Sean e = (s1,82), ¢’ = (s3,84) dos eventos de una cosa X. Diremos que ¢” = (s1,34)
es el evento compuesto ¢/ = eo e’ siy sélo si 85 = s3.

Observemos que la composicion de eventos (como la de cualquier correspon-
dencia) es una operacion parcial definida sobre el producto cartesiano del espacio
de estados. Esta propiedad de composicion, sugiere introducir un nuevo ente que
represente correctamente las propiedades de composicion de eventos:

Definicién 9.5 (Espacio de eventos).
Dada una cosa X se llama espacio de eventos de X a la terna E(z) = (S(z),S(z) x
S(z),0), cuyos miembros satisfacen las definiciones 9.1, 9.2 y 9.4.

Definicién 9.6 (Proceso).

Un proceso (o también evento complejo) es la composicién de varios eventos:

m(z) = Osei(n)
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El nimero de eventos (o el niimero de estados) no tiene por qué ser finito: un
proceso se puede tratar como una composicion de eventos infinitesimales mendiante
un proces adecuado de paso al limite?.

Por las propiedades de la relacién de composicion de eventos, un proceso es
independiente de la secuencia de estados intermedios. Esto sugiere introducir na
relacién de orden parcial sobre el espacio de eventos:

Definicién 9.7 (Precedencia de eventos).
Sie, e’ € S? entonces

e<e def (Fe"g2(e" = eoe)

Puesto que el espacio de estados estd definido respecto de una cosa de referencia
z¢, la precedencia es una propiedad relacional, relativa a zy. Es facil ver que
la relacién < es irreflexiva (pues ningin evento (salvo la identidad) se precede a
si mismo), antisimétrica y transitiva y por lo tanto es una relacion de orden estricto
parcial. Por lo tanto, el conjunto (£(z), <) es un conjunto estrictamente ordenado.
En este orden, que es un orden parcial, estd la semilla de la nocién de tiempo.

9.1.2 Cambio y ley

Todos los cambios en la naturaleza estan limitados por leyes. Definiremos pues:

Definicién 9.8 (Evento legal).
Un evento e = (s,s') se llama legal si s,s" € S.

Definicién 9.9 (Proceso legal).
Un proceso se llama legal si es la composicién de eventos legales.

Definicién 9.10 (Espacio de eventos legales).
Se llama espacio de eventos legales de una cosa X a la restriccion a estados legales
del espacio de eventos:

5[,(11) == <SL($)7SL($) X SL($),OL>

En esta dltima definicién, la operaciéon oy, designa la composicién de eventos
legales.

Obviamente, un proceso legal cualquiera se puede describir como una funcién
que da el estado final s¢ en funcién del estado inicial s; y del estado de la cosa de
referencia.

Definicién 9.11 (Transformacién legal).

Diremos que una funcién g : Sy(z) x M — Sy(z) es compatible con las leyes o
también que es una transformacion legal de X. El conjunto de todas las transfor-
maciones legales de X se designa como Gr, (X).

Ejemplo 9.3 (Oscilador Arménico).
En el ejemplo 8.29, las transformaciones legales son las funciones (8.9), expresadas
en funcién de las condiciones iniciales, (z(tg),p(to))-

Ejemplo 9.4 (Ley de proporciones definidas).
En el equilibrio quimico

2H, + Oy < 2H50
las transformaciones legales son las que conservan las masas:

Qm(H) + m(O) = 2m(HgO)

1El tratamiento de procesos estocdsticos o cuanticos mediante integrales funcionales es un
ejemplo de “paso al limte adecuado”.
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Ejemplo 9.5 (Leyes de Mendel).

Sit € M, los cambios legales en el fenotipo y genotipo de una poblacién estan
ligados por Q(t) = ¢*(t).

Como vemos en los ejemplos anteriores, cada proceso se puede parametrizar
como una sucesién de estados s(t), equivalente a la sucesién de eventos. La repre-
sentacion funcional es, por lo general, mucho mas simple (cuando puede construirse)
que la representacién como una sucesién de eventos.

Ejercicio 9.1 (Oscilador arménico).
Mostrar, en el caso del oscilador arménico, que una sucesién de eventos (z(t), p(t)), (z(t+
At),p(t + At)) es equivalente a la representacién funcional (8.9).

Las consideraciones anteriores sugieren introducir una nocién fundamental: la
de historia ontoldgica de una cosa X:

Definicién 9.12 (Historia ontoldgica).
Sea F(X) la funcién de estado de la cosa X, relativa a la cosa de referencia Xy. Se
llama historia ontoldgica de X al conjunto:

h(z) = {(t,F(t)) | t € S(z)}

La nocién de historia ontolégica generaliza la nocién de evolucién temporal (o
espacial) de un sistema fisico. Por lo general, el parametro t es el tiempo (o la posi-
cién en el espaciotiempo, con respecto de z¢), pero las definiciones que hemos dado
no involucran consideraciones espaciotemporales: son abstractas y las utilizaremos
para construir la nocién de espaciotiempo. Es sorprendente que, sin tener estas
nociones, se pueda definir el comienzo y el fin de un proceso. Podemos hacerlo pues
el espacio de eventos es un espacio parcialmente ordenado por la relaciéon <.

Teorema 9.2.
Un proceso en una cosa z es un subconjunto parcialmente ordenado de E:

n(z) = (E* C £(2).<)

Definicién 9.13 (Comienzo y fin de procesos).
Un proceso comienza en un evento e; si e; < min E*, es decir, es una cota inferior
de E*. Dualmente, un proceso termina en ey si éste es una cota superior de E*.

Definicién 9.14 (Estados iniciales y finales).
La primera componente del evento inicial de un proceso 7, ¢;, se llama el estado
inicial s;(m) y la segunda componente del evento final e el estado final sg(m).

Finalmente, estamos en condiciones de enunciar los axiomas que describen el
cambio de las cosas. El primero es el principio enunciado por Heraclito: panta rhe:
(todo fluye). La enunciaremos usando la representacién funcional de un proceso:

Axioma 9.1 (Principio de Heréclito).
Toda cosa cambia:

(Va)o (Tt)[F(t) # F(t:)]

Nuestro siguiente axioma formaliza (y generaliza) las nociones de nacimiento y
muerte de las cosas:

Axioma 9.2 (Existencia de principio y fin).
Todo proceso tiene un principio (estado inicial) y un fin (estado final).
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Este axioma no contradice el principio de Epicuro (teorema 8.7), pero su relacién
con las propiedades de asociacion no es clara. De hecho, el nacimiento y muerte de
las cosas se hace por asociacion y disociacion de sus componentes, y cada uno de
ellos es un proceso. Podemos generalizar esta nocién, afirmando que dado cualquier
proceso, hay otros procesos que lo preceden y lo siguen:

Axioma 9.3 (Precedencia de procesos).
Dado un proceso m(z) ewisten otros procesos w(y) y w(z) tales que:

m(y) < m(z) < 7(2)

Asi, el nacimiento de una persona estd precedido por su gestacién? y su muerte
7
por la putrefaccién: el cambio es continuo, no sélo en cada cosa sino en cada
asoclacién de cosas.

9.2 Posibilidad

La ciencia factual se ocupa de hechos: acontecimientos que ocurren en la naturaleza.
En los capitulos anteriores hemos argumentado que la discripcion de la naturaleza
debe hacerse con teorias que tienen referentes factuales. Sin embargo, las teorias
describen hechos posibles y su realizacion depende de circunstancias adicionales,
que deben tenerse en cuenta. Esta nocion de posibilidad es muy importante, y el
proposito de esta seccion es elucidar su contenido.

9.2.1 Hechos y posibilidad

Con lo que antecede, estamos en condiciones de dar una definicién rigurosa de hecho:

Definicién 9.15 (Hecho).

Un hecho es un estado o evento de una cosa:

fo s €S(X)
e € S(X) x S(X)

Observemos que la defincién 9.15 no implica que el hecho ocurra: sélo define
los hechos concebibles. Una precisién mayor sobre los hechos la obtenemos distin-
guiendo los hechos concebibles de los hechos posibles. El axioma siguiente define
con precisién la nocién de posibilidad:

Axioma 9.4 (Posibilidad).
Un hecho f es realmente posible si y solo st es un hecho legal (es decir: sea s o e
en la definicion 9.15 son legales).

La primera consecuencia es:

Teorema 9.3.
Los hechos ilegales son imposibles.

En particular, los milagros (usualmente definidos como una “suspensién de las
leyes naturales”) son imposibles en esta ontologia.

La definiciéon anterior de posibilidad no caracteriza la estructura del conjunto
de hechos. El axioma siguiente postula una estrucutra bién conocida sobre

F = {f|f es un hecho posible}

20 por la “travesura” de los padres.
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Axioma 9.5 (Algebra de hechos).
Sea F' el conjunto de hechos posibles conectados con una cosa X. Sobre los elementos
de este conjunto, existe un dalgebra de Boole de hechos posibles, con la siguiente

interpretacion:
A .
x = un hecho posible
A .
zYy=x oy son hechos posibles
A
T Ay =z ey pueden componerse
2" B 1o que es posible cuando x no lo es

Algunos hechos posibles pueden realizarse: ocurrir en la realidad. Esta impor-
tante distincién entre potencia y acto se debe a Aristételes [97, I1, p. 32]. Podemos
analizar esta distincién con una funcién de realidad, que a cada hecho le asigne una

proposicién Oc(z) € S(z) que afirma su ocurrencia®.

Definicién 9.16 (Funcién de ocurrencia).
Una funcién Oc : F' — S(z) si satisface:

(Vz)p[Oc(z') = - Oc(z)]
(Vz,y)r[Oc(z A y) = Oc(z) A Oc(y)]

Axioma 9.6 (Ocurrencia).
Para toda cosa X, con espacio de hechos F':

(Vz)p[Oc(z) A la ocurrencia de ]
(Vz)p[Oc(z') A la no ocurrencia de z]
A
=2

(Vz,y)r[Oc(z A )

la ocurrencia de x y de y]

Esta teoria caracteriza parcialemente la dicotomia posibilidad - realidad. Sin
embargo, esta caracterizacion es solo preliminar: no hay todavia ninguna caracteri-
zacion de cudles hechos son posibles y cudles realizan. Cada ciencia, en particular,
debe caracterizar los hechos posibles y ocurrentes en su dmbito con conjuntos ade-
cuados de leyes y proposiciones.

Otra importante distincion en filosofia de la ciencia es la distincion entre hechos
necesarios y contingentes. Nuevamente, se puede caracterizar la distincién entre
ambos con las nociones de posibilidad y de ocurrencia:

Definicién 9.17 (Necesidad y contingencia).
Un hecho z se llama necesario si existe otro hecho vy, llamado la circunstancia tal
que Oc(y) = Oc(z). Un hecho se llama contingente si y sélo si no es necesario.

A veces se llama al hecho y la causa de x, poro este nombre no es correcto: para
cualquiera de nosotros, el hecho de estudiar ciencia requiere la circunstancia y de
haber nacido; pero el nacimiento no es la causa de estudiar ciencia.

Es comin en la filosoffa de la ciencia oponer azar a necesidad [98]. Pero en
la presente ontologia, un hecho contingente puede no ser azaroso, mientras que un
hecho azaroso puede ser necesario. La distincion la analizaremos en la seccion 9.3.

3El conjunto de hechos, junto con la funcién O proporciona una interpretacién intensional del
modelo que estamos describiendo. Una interpretacién extensional se obtiene si la funcién afirma
su valor de verdad.
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En conclusion, cada enunciado de ley describe posibilidades. Por ejemplo, las
funciones (8.9), que describen los estados legales de un oscilador armdnico, son
trayectorias posibles en el espacio de estados. La realizacion de un estado (o de un
cambio de estado) en el oscilador dependera de las circunstancias: las condiciones
iniciales (zg,pg)-

9.2.2 Disposiciéon

La nocién de posibilidad permite analizar un tipo de propiedades de una cosa que
sOlo se manifiestan en presencia de circunstancias especiales. Estas propiedades se
llaman disposiciones.

Ejemplo 9.6 (Valencia).
La valencia de un dtomo (capacidad de combinarse) s6lo se manifiesta en presencia
(en yuxtaposicién) de otro 4tomo, para formar el compuesto quimico adecuado.

Ejemplo 9.7 (Refrangibilidad).
La refrangibilidad de un cristal se manifiesta en presencia (en superposicién) de un
rayo de luz, que se refracta.

Ejemplo 9.8 (Fertilidad).
La fertilidad de un ejemplar sélo se manifiesta en presencia del sexo opuesto, para
dar lugar a un descendiente.

En los ejemplos anteriores, la propiedad en cuestién P(z) se manifiesta por la
presencia de otra cosa con una propiedad Q(y) tal que el sistema compuesto tiene
una propiedad emergente manifiesta R(z). Tratemos ahora de dar una definicién
rigurosa de la nocién de propiedad manifiesta y disposicion.

Definicién 9.18 (Propiedad manifiesta).
Una propiedad P(z) se llama manifiesta si su posesion implica que los hechos que
ocurren en z la involucran:

Man P(z) & (2 > P) = (Vf)p(a)(30) (0 2 P)

Definicién 9.19 (Disposicién).

Sea z = £@®y una cosa compuesta. Diremos que la propiedad P(z) es una disposicién
de z si existe otra propiedad Q(y), lamada el complemento de P con respecto de y,
tal que existe una propiedad de la cosa compuesta z emergente y manifiesta R(z).

Observemos que la propiedad @ también es una disposicién: la sal de mesa se
disuelve en agua porque el agua tiene la disposicién para disolverla. Las propiedades
P y ) pueden ser heredadas por z: la salmuera, mientras no esté saturada, puede
disolver mas sal o puede adelgazarse anadiendo agua.

Ejercicio 9.2.
Formalizar la definicién anterior de disposicién.

Por otra parte, la cosa y en la definicién anterior puede coincidir con ¢z y P =
Q. De este modo, las propiedades manifiestas pueden considerarse como un caso
particular de la nocion general de disposicién.

9.3 El azar

Las disposiciones P que hemos analizado se realizan siempre que se realice la dis-
posicién @, por eso se llaman también propensiones causales. Un tipo muy distinto
de propensiones aparecen cuando hay leyes probabilisiticas en juego. Estas leyes
determinan untipo especial de cambio: el cambio estocdstico y un tipo especial de
disposiciones: las disposiciones estadisticas o propensiones.
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Figura 9.2: La Rueda de la Fortuna

9.3.1 Consideraciones intuitivas

El movimiento de una hoja que cae, las formas de las nubes o los reflejos del sol
sobre el mar son acontecimientos cotidianos, preo fascinantes por su sorprendente
variedad. En ndmero de votos obtenidos por un candidato o el de muertes en un
hospital son otros ejemplos de fenémenos “imprevisibles”. Una descripcién mds
precisa de “imprevisibilidad”, es que las variables de estado V; de estos sistemas
muestran una inestabilidad: las historias h(t) son conjuntos sumamente complicados
en el espacio de estados de las cosas involucradas.

Ejemplo 9.9 (La Rueda de la fortuna).

Se trata de un dial dividido en M sectores numerados (Figura 9.2). Una aguja que
gira alrededor del centro marca al detenerse el sector “ganador”. Si 6 es el dngulo
que forma la aguja con el sector de origen, la ecuacién de movimiento de la aguja
es:

1
0 = 0y + wot — aatz

en donde 6y es la direccién inicial de la aguja, wy su velocidad angular inicial y «
la decelaracion fricativa.
Si introducimos el niimero de vueltas dado por la rueda:
2
N 9f — 6,- w”
v == = —
2r 4o
hallamos facilemnte la expresion para la variacion de la posicion angular de la flecha
producida por una variacion de la velocidad angular inicial:
A(/J()

Abfy = 27N, —
wo

Esta variacién cambiara el resultado del sorteo si:

27
Af —
i
y por lo tanto si
AU.)() 1
_— >
wo N, M
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Figura 9.3: Mapa triangular. La figura muestra el mapa triangular (linea 1), la
identidad (linea 2) y una representacion gréafica de las primeras iteraciones del mapa

(liena 3).

1 T

Esta variacion relativa es muy pequena si N, y M son razonablemente grandes,
digamos del orden de 10. Un ntunero grande de vueltas se obtiene si la flecha se
hace girar “con fuerza”.

Ejemplo 9.10 (Sistemas dindmicos caédticos).
Fenémenos mucho mas draméticos de “imprevisién” producen los sistemas dindms-
cos cadticos: aquellos en los cuales un pequeno cambio en las condiciones iniciales

se amplifica exponencialmente. Un ejemplo sencillo de estos sistemas es el mapa
trangular (Figura 9.3):

2x 0<
T(z) = 1

T

— e

<
r <

Las iteraciones de este mapa, a partir de un valor inicial zg:

Tpt1 = T(zy)

tienen un aspecto aleatorio. Una pequena perturbacion de la semilla Az se ampli-
fica exponencialmente en cada iteracion:

|Azp41| > 2|Az,| > 2"+1|Aw0\

Si la perturbacion Axzgy afecta el n-ésimo digito binario, después de n iteraciones su
crecimiento habrd borrado todo recuerdo de la trayectoria original.

A pesar de la complejidad de su comportamiento, debida a su inestabilidad,
los sistemas aleatorios muestran cierta estabilidad en su comportamiento, llamada
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Figura 9.4: Historias del mapa triangular. La figura muestra dos historias diferentes
del mapa triangular: una periédica (lineas 1), y otra caética (linea 2).
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reqularidad estadistica. Existen funciones de las variables de estado, tal como los
promedios que tienen un comportamiento regular. Por ejemplo, examinemos la

frecuencia con que un sistema aleatorio toma un estado dado. Para ser precisos,
supongamos que tanto el espacio de estados del sistema Sy (z) como el de la cosa
de referencia M = Sy(z ) son discretos. Sea Nt el nimero de estados visitados y
sea Ny el ntumero de veces que el estado de = es s. La frecuencia del estado s es:

fls) = xT (9.1)

La frecuencia de un estado (sea observado o no) tiene estabilidad estadisitca.

Ejemplo 9.11 (Moneda).
Se arroja una moneda z al aire N veces. El espacio de estados de la moneda Sy(z) C

R® x SO(3) puede colapsarse a dos estados: S %(z) = {cara,ceca}. La figura
9.5 muestra el comportamiento de la frecuencia relativa con respecto del “tiempo
colapsado” t = N. Al principio, cuando Ny es pequeino, la frecuencia relativa
varia bruscamente, pero a medida que Nt crece tiende a estabilizarse alrededor de

f =0.5. Para N7 > 70 las fluctuaciones son pequenas.

9.3.2 Probabilidad

Una teoria matematica de la probabilidad debe elucidar varias nociones: muestra,
suceso* y probabilidad. Las definiciones se eligen de modo tal que con ellas se puedan

construir modelos ttiles de la realidad [59].

4Aqui llamamos suceso a lo que en teoria de probabilidades, se suele llamar eventos, pues
lamentablemente, la palabra “evento” se utiliza en este curso para designar un cambio de estado.
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Figura 9.5: Variacion de la frecuencia de caras un una serie de tiradas de una
moneda. Con pocas tiradas, la frecuencia varia bruscaamente, pero a medida que
el niimero de tiradas crece, la frecuencia tiende a estabilizarse en un valor préximo

af=0.5.
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Definicién 9.20 (Suceso).
Sea U un conjunto arbitrario, cuyos elementos llamaremos sucesos elementales o
muestras, y que llamaremos espacto muestral. Se llama suceso a una parte de U.

Ejemplo 9.12 (Moneda).
En el ejemplo 9.11, el conjunto de eventos elementales es:

U = {cara, ceca}
El conjunto de los sucesos es el conjunto de las partes de U:
S =2P(U) ={2,{cara}, {ceca}, U}

En un espacio muestral finito, todos los sucesos son,en principio, interesantes.
En un espacio muestral infinito, con la potencia del continuo, en cambio, sélo ciertas
familias de sucesos lo son. Estas familias, llamadas o-algebras, son cerradas respecto
de las operaciones sobre conjuntos:

Definicién 9.21 (o-Algebra).
Un conjunto S se llama una o-dlgebra si satisface las siguientes condiciones:

1.UEeS

[\

aceS=>LaesS
(VA;)s[(U;en 4i) € S]
4. (VAi)s[(N;en 4i) € S]

w
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Estamos ahora en condiciones de enunciar los axiomas de la teoria de probabi-

lidades.

Definicién 9.22 (Probabilidades).
Una funcién P : § — [0,1] se llama medida de probabilidad sobre U si satisface:

Normalizacién: P(U) =1
Aditividad: SiANB =g

P(AUB) = P(A) + P(B)

Continuidad: Si una secuencia de sucesos B; € S satisface las condiciones:

Encaje: B,y C B;
Contigiiidad: ;2, B; = @

se satisface:

lim P(B;)=0

i— 00

Con esta definicién es posible ahora demostrar algunos teoremas bdsicos de la
teoria de probabilidades. Otras definiciones importantes son las de probabilidad
condicional:

Definicién 9.23 (Probabilidad condicional).
P(A|B)=P(AUB)/P(B)
y la de sucesos independientes:

Definicién 9.24 (Sucesos independientes).
Dos sucesos A y B son independientes si

P(A|B) = P(4)
Al fin estamos en condiciones de definir la estructura matematica que usaremos:

Definicién 9.25 (Espacio de probabilidad).
Sea U un espacio muestral, § una o-dlgebra y P : § — [0,1] una medida de
probabilidad. La terna ordenada P = (U, S, P) se llama un espacio de probabilidad.

Una tdltima definicién:

Definicién 9.26 (Variable aleatoria).
Se Nlama variable aleatoria £ sobre el espacio de probabilidad P a una funcion
medible de rango real:

E:U—- R
tal que
(Va)(3F () [P(§ < z) = F(z)]
La funcién:
F:R—[0,1]

se llama funcién distribucion de la variable aleatoria €.
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9.3.3 Propension

Con las definiciones de la seccién 9.3.2 podemos formalizar la nocién de disposicién
estocdstica o propensién [22].

Definicién 9.27 (Espacio de estdo probabilistico).
El espacio de estado de una cosa @ se llamaespacio de estado probabilistico si existe
una o-algebra Sz, sobre P(Sy) y una funcién P : S — [0,1] tal que

Pr = (S1,SL, P)
sea un espacio de probabilidad.

Ejemplo 9.13 (Mecdnica Estadistica).
Sea un gas clasico, considerado como un conjunto de moléculas. El espacio de
estados del sistema mecdnico es el espacio de las fases:

F ={(gi-pi)| i € [1,3N]}

y el espacio legal de estados es la superficie de energia Q@ = H(q,p) = E. Intui-
tivamente, la trayectoria F(¢) es tan complicada que pasa arbitrariamente cerca
de cualquier punto de la superficie de energia. Serd ficil encontrar al sistema en
regiones grandes del espacio legal de estados, por donde el punto representativo
pase muchas veces. Esto sugiere introducir una medida de probabilidad sobre la
superficie de energia, transformdndolo en un espacio de estados probabilistico.

El espacio probabilistico I' se construye introduciendo sobre la superficie de
energia {2 la o-dlgebra ¥ generada por los intervalos (Ag;, Ap;) y la medida de
probabilidad:

Vol w
PlwcC) = Vol

Esta medida de probabilidad se llama ergodica.

Ejemplo 9.14 (Mecdnica cudntica).
En Mecéanica cuantica la funcién de estado de un sistema ¢ es un vector en el espacio
de Hilbert |¥(¢)). Si desarrollamos este vector en una base completa

o>

[T(t)) =D elt) [v:)

=1

podemos introducir un espacio probabilistico de estados de la siguiente manera.
Sobre el espacio de estados S(§) = H introducimos como o-dlgebra § = P(N) y
como medida de probabilidad:

P(Se8) =) lei(t)]

€S
No es dificil verificar que el conjunto (N, S, P) es un espacio de probabilidad.
Ahora introduciremos la nocién de propension:

Definicién 9.28 (Propensién).
Sea z = x @ y una cosa compuesta, donde y puede ser la cosa nula 0. Diremos que
H(z) es una propension siy sélo si:

1. Existe una variable aleatoria 1, con funcién de distribucién F, tal que 2 H.
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2. y > R tal que

P(new|R) = / dF(y)

w

De esta manera, toda propiedad representada por una variable aleatoria es una
propension. Esta afirmacion establece un esquema de interpretacion de las proba-
bilidades en las ciencias naturales: toda probabilidad representa una propension de
alguna cosa. Esta es la interpretacidn propensiva de la probabilidad [109, 22].

Existen otras interpretaciones de la teoria de probabilidades [59, 22]:

Interpretacién césica: “La probabilidad es igual al cociente del nimero de casos
favorables sobre el niimero de casos posibles, siempre que éstos sean equi-
probables.” Esta definicidn clasica de la probabilidad, debida a Laplace, es
circular (o mds bien, recursiva) y no arroja mucha luz sobre la naturaleza de
la probabilidad. Enuncia, en cambio, un importante principio de simetria:
sucesos de la misma clase deben tener la misma probabilidad.

Interpretacién subjetiva: “La probabilida de una proposicidn dada es el grado
de creencia en la misma.” Esta interpretacion, sostenida por Jeffreys, Keynes
y Carnap, trata a la probabilidad como una propiedad de la mente de seres

umanos cognoscientes. En la presente ontologia no es posible formularla, pues

h tes. Enlap te ontol P P
as proposiciones sélo tienen propiedades formales y las mentes conscientes son
1
procesos bioquimicos de algunos cerebros humanos.

Interpretacién frecuentista: “La probabilidad es aquella magnitud fisica que se
mide con la frecuencia.” Esta proposicién es correcta, pero no es una inter-
pretacion: habla de la manera de medir la probabilidad, mientras que una
interpretacion es una funcion A : T — Q. Sin embargo, ha habido intentos ri-
gurosos de definir la probabilidad sobre la base de la frecuencia. La definicion
tiene la formas:

P(A) = lim fi"

n—oo

n . . . .
en donde f; ) es la frecuencia de A en el n-ésimo miembro de una secuencia
infinita de experimentos. Lamentablemente, el limite no existe a menos que
se impongan complejas restricciones a la secuencia de experimentos.

Sin embargo, es posible formular la interpretacién propensiva de la probabi-
lidad en el lenguaje frecuentista introduciendo la nocién de conjunto estadistico.
Imaginemos un conjunto infinito de copias del sistema X, distribuidas de acuer-
do a su propensién; es decir, proporcionalmente a la probabilidad de cada estado.
Cada elemnto del conjunto se llama una realizacién del mismo. Las frecuencias
del conjunto estadistico coinciden con las respectivas probabilidades. El conjunto
estadisitco es, sin embargo, s6lo una ficcién 1til para la practica de la ciencia. La in-
terpretacién propensiva es mucho mas “natural” y mds simple que la reformulacién
frecuentista.

9.4 Sistemas

Definiremos ahora otra de las nociones basicas de nuestra ontologia: la de sistema
de cosas. Intuitivamente, un sistema es una coleccién de cosas ligadas por leyes na-
turales. La nocién de ligadura, por otra parte, es sutil y exige un examen cuidadoso.
Para hacerla, necesitamos introducir las nociones de presencia y accién.
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9.4.1 Accién

Comenzaremos por definir la nocién de presencia. Aprovecharemos la nocién de
posibilidad para hacerlo. Sea h(y) una historia posible de la cosa y, descripta por
una funcién de estado G(t), y sea x otra cosa definida por la funcién de estado F.
La presencia de z se manifestard alterando la historia de y a otra historia posible
h(y|z), descripta por una funcién de estado H, determinada tinicamente por Fy G.
Con mas precision:

Definicién 9.29 (Presencia).

Diremos que una cosa y, con historia ontolégica
hly) = {(£.G(t)]t € M}
evoluciona en presencia de otra cosa z, con historia
hz) = {(LF(®)]t € M)
si existe una funcion de estado
H=HF,G)#F
tal que
hlyle) = ({6, H(t)]t € M}
Esta nueva cantidad es la historia de y en presencia de x.
Obsérvese que la nueva funciéon de estado depende de F, G, pero no de t.
Definicién 9.30 (Accién).
Diremos que ¢ actia sobre y sila presencia de z cambia la historia de y:
v oy hiyle) £ h(y)

Esta definicién de accidén es muy general: incluye toda forma de interferencia de
una cosa sobre otra. Sin embago, no cualquier cosa actia sobre una cosa dada =.

Ejemplo 9.15 (Astrologia).

Los planetas actiian sobre la Tierra modificando su érbita alrededor del Sol. Sin
embargo, no se ha detectado ninguna accién de los planetas sobre las historias de
los hombres: mellizos que deberian estar afectados de la misma manera por los
planetas tienen historias (desarrollo de la personalidad) muy distintas entre si.

Definicién 9.31 (Interaccién).
Dos cosas interactiian si:

def
r<y =zrz>yAyde

Por lo general, en ciencias fisicas y quimicas se acostumbra a pensar que todo
par de cosas interactia, pero esto no es cierto en general:

Ejemplo 9.16 (Bronceado).
El Sol actiia sobre la piel de un banista, broncedndolo, pero el banista no broncea
(ni enfrfa, ni abrillanta) al Sol.

En cambio hay un postulado méas débil pero que es la base de toda la ciencia
natural:
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Axioma 9.7 (Conexién).
Toda cosa actia sobre alguna cosa y sufre la accion de otra.

(Vz)o(Fy)e(F2)e [(z > y) A (2> 2)]

El axioma de conexién 9.7 justifica, entre otras cosas, el método experimental.
Para investigar una cierta cosa z el experimentador trabaja activamente hasta en-
contrar otra cosa y que sea afectada por @ (el “detector”) y, si es posible, una cosa
z que altere a z y le permita crear “condiciones controladas”.

Ejemplo 9.17 (Astronomia).

En este caso la cosa z es un cuerpo celeste (planeta, estrella, satélite artificial ... )
y la cosa y es un telescopio. Salvo en el caso de los satélites artificiales (ue pueden
ser controlados por una radio z) no existe una forma de “controlar” a z.

Ejemplo 9.18 (Cultivo de bacterias).

En un cultivo bacteriano (z), la cosa z es la capsula de Petri que contiene el medio
de cultivo y los antibidticos. La cosa y suele ser el ojo del observador, ayudado por
el microscopio y medios adecuados de tintura.

Definiremos ahora algunos conceptos auxiliares importantes:

Definicién 9.32 (Accién total).
La accidn total de z sobre y es igual a la diferencia entre la historia en presencia de
z y la historia espontanea.

Ac(z,y) = h(ylz) N Ch(y)

Definicién 9.33 (Interaccién total).

La interaccion total entre = e y es:
Int(z,y) = Ac(z,y) U Ac(y, z)
Estos conceptos sugieren introducir otra nocién importante:

Definicién 9.34 (Cambio espontdneo y forzado).
Una cosa cambia espontineamente si:

h(y|z) = h(y)
En caso contrario, el cambio se llama forzado.

Ejemplo 9.19 (Radiacién).
La radiaciéon de un dtomo puede ser espontanea o inducida por radiacién incidente.

Ejemplo 9.20 (Entropia).

En el mundo de las cosas macroscopicas, los cambios espontaneos satisfacen la ley
de incremento de entropia: Sg > Sy, en donde los subindices indican los estados
iniciales y finales.

Una relacion dual a la de interaccion es la de ligadura:

Definicién 9.35 (Acoplamiento).
Dos cosas estan acopladas (o ligadas) si al menos una actia sobre la otra.

z{}ydéfmby\/ybz

Ejemplo 9.21 (Bronceado).
El banista estd acoplado con el Sol.
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Ejemplo 9.22 (Dispersién de Ruthenford).
La fuerza coulombiana acopla dos nicleos que colisionan.

Ejemplo 9.23 (Predador y presa).
Un predador y su presa (zorro y conejo, digamos) estan acoplados mientras dura la
caza.

Existen, por supuesto, acoplamientos mas complicados. Por ejemplo, las consti-
tuciones de los estados modernos regulan un acoplamiento ternario entre los poderes
ejecutivo, legislativo y judicial. Sin embargo, los acoplamientos binarios (descriptos
por atributos binarios) son los mds comunes e importantes en la naturaleza. Por
otra parte, existen numerosos atributos que describen propiedades relacionales no
ligantes. Por ejemplo, la posicién de un cuerpo con respecto de otro es una relaciéon
binaria que no describe una ligadura.

Definicién 9.36 (Acoplamiento total).
Se llama acoplamiento total el conjunto de todas las relaciones de acoplamiento en
un conjunto de cosas X C 0.

AX) = {il(Ve,y)x (= Qi y) }
La estructura de acoplamiento de una cosa compuesta puede ser muy complejo:

Ejemplo 9.24 (Atomos).
El acoplamiento entre dos atomos contiene varios tipos de ligadura:

1. La interaccién colombiana entre los niicleos.
2. La interaccion de los niicleos con las nubes electronicas.

3. La interaccién de las nubes electronicas entre si. Esta 1ltima tiene varias
partes:

(a) La repulsién coulombiana.
(b) Las fuerzas de intercambio.

(¢) La repulsién originada por el Principio de Pauli.

Sin embargo, el axioma de cardinalidad 8.7 nos permite enunciar un teorema
importante:

Teorema 9.4 (Cardinalidad del acoplamiento total).
El acoplamiento total de una cosa es finito.

9.4.2 Sistemas

Llegamos ahora a una nocién central de la ontologia presente: la de sistema:

Definicién 9.37 (Sistema).
Una cosa X de composicion:

C(X)={ylyC X}

se llama un sistema si existe un modelo tal que el acoplamiento total de sus partes
no es nulo:

OX) Y AX) £ o

Definicién 9.38 (Conglomerado).
Una cosa X es un conglomerado si y sélo si no es un sistema.



El axioma 9.7 nos permite obtener algunos resultados importantes:

Teorema 9.5 (Sistemicidad).

Toda cosa es un sistema o parte de un sistema.

Teorema 9.6 (Universo).
El mundo B es un sistema.

Teorema 9.7 (Anidacién).
Todo sistema es parte propia de otro sistema.

Una consecuencia de el teorema 9.7 es la existencia de un ambiente que rodea a
cualquier sistema:

Definicién 9.39 (Ambiente).
Se lama ambiente de un sistema o al conjunto de las cosas que no son parte de o
pero que estan acopladas con sus partes:

A(o) def {a:|a: € %o A (3z)¢(0) (2 { m)}

El conjunto de relaciones, ligaduras o no, que satisfacen las componentes del
sistema y su ambiente es la estructura de o.

Definicién 9.40 (Estructura).
Se llama estructura del sistema o el conjunto de relaciones satisfechas por las partes
de o y su ambiente.

Todas las cosas, excepto las cosas basicas, estdn compuestas de otras cosas. Esta
propiedad no se extiende a todas las componentes de un sistema; por ejemplo, las
cosas bdsicas no son sistemas. Sin embargo, algunas de las componentes de un
sistema también lo son y esto induce una estructura sobre el conjunto de sistemas.
Definamos pues:

Definicién 9.41 (Subsistema).
Una cosa z es un subsistema del sistema o si y solo si es parte de o y es un sistemas:

a:@adéf@a/\@x/\xgo

9.4.3 Niveles y emergencia

La naturaleza contiene objetos de distinto grado de complejidad: a’tomos, molécu-
las, objetos macroscdpicos, seres vivientes y seres pensantes. Esta complejidad es
legal y no es extraiio que tenga una estructura de niveles: los sistemas mds comple-
. , R . .
jos estan formados por asociacién de otros mas simples. Trataremos de formalizar
esta nocién de nivel.

Definicién 9.42 (Nivel).

Sea L una familia de conjuntos de cosas y = una relacién de orden sobre L, que se
lee precede o es mds simple. Diremos que £ = (L, 3) es una estructura de niveles
si:

1. L; es mds simple que L; si las cosas de este 1ltimo contienen en su composicién
cosas del primero:

Li 3 L; € (Vo) (). [y € C(z)]



Tabla 9.1: Estrucutura de niveles del mundo

Nivel Subnivel Composicién Propiedades emergentes
Elemental Primario Campos fermidnicos y
bosoénicos
Nuclednico Nucleones Confinamiento de quarks;
fuerzas nucleares
Microscépico | Nuclear Nucleos Ligadura nuclear; reaccio-
nes nucleares
Atémico ; Valencia, volumen atémi-
Atomos co, polarizabilidad
Molecular Moléculas Composicién quimica
Macroscopico | Termodindmico | Cuerpos macroscépicos Entropia, densidad, cons-
tante dieléctrica ...
Quimico Cuerpos  macroscopicos | Reacciones quimicas; velo-
compuestos cidad de reaccién ...
Bioquimico Polisacaridos.  polipépti- | Reacciones bioquimicas,
dos, acidos nucleicos estructura en doble hélice
Biol6gico Procariota Bacterias, cianobacterias | Irritabilidad, metabolis-
mo, reproduccion ...
Eucariota Protistas Nucleo diferenciado, orga-
nelas ...
Metazoico Plantas, hongos, animales | Estructura celular. Sexo

2. Una cosa pertenece al nivel L; si su composicion contiene sélo cosas de los

niveles precedentes.

def

i—1
relL; =C(z) C ULk
k=1

Teorema 9.8.
L es un conjunto ordenado por 3.

Los axiomas 8.16 y 8.18 garantizan:

Teorema 9.9.
Los sistemas de un nivel dado tienen propiedades emergentes distintas de las de los
niveles que la preceden.

Es este teorema el que permite clasificar los distintos sistemas existentes en la
naturaleza en niveles: la existencia de nuevas propiedades emergentes, que distin-
guen un nivel de otro.

9.4.4 La estructura del mundo

La nocién de nivel de organizacion que acabamos de introducir permite describir
con precision la estructura del mundo, tal como la modela la ciencia moderna. La
tabla 9.1 muestra parcialmente esa estructura.



Capitulo 10
Espacio y tiempo

Espacio y tiempo son presupuestos basicos de cualquier teoria cientifica, excepto la
logica y la matematica. Toda otra ciencia los trata como conceptos primitivos y
presupone propiedades analiticas y geométricas para estas entidades. Aun la Rela-
tividad Genera, una teoria que representa la gravitaciéon con objetos geométricos,
toma esta actitud [43]. La pregeometria es una disciplina parcialmente filoséfica,
parcialmente fisica, cuyo objetivo es elucidar la naturaleza del espacio y el tiempo.

La naturaleza del espacio y del tiempo ha sido el objeto de un largo debate
desde hace trescientos afnos, centrado sobre la confrontacién entre dos posiciones
antagdnicas: absolutismo y relacionalismo. La primera considera al espacio-tiempo
como una cosa dotada de propiedades sustanciales. Esta es la posicién sostenida
por Newton en los “Principia” [99, Escolio a las Definiciones]:

I. El tiempo absoluto, verdadero y matematico, en si y por su propia
naturaleza sin relaciéon a nada externo fluye uniformemente, y se dice
con otro nombre duracién.

II. El espacio absoluto, tomado en su naturaleza, sin relacién a nada
externo, permanece siempre similar e inmévil.

Actualmente, el representante mds importante de esa posicién es J. Wheeler, con
la creacién de la geometrodindmica [96].

El relacionalismo, en cambio afirma que el espacio y el tiempo no son cosas
sino complejas relaciones entre cosas. En las palabras de Leibnitz, que sostuvo esta
posicién en su conocida disputa con Newton (mediada por Clarke) [2, p. 273]:

En cuanto a mi propia opinién, he dicho mas de una vez que mantengo
que el espacio es algo puramente relativo, como lo es el tiempo; mantengo
que es un orden de coexistentes, asi como el tiempo es un orden de
sucesiones.

Una consecuencia importante de las ideas de Leibnitz es que si el espaciotiempo
no es una entidad ontoldgica primitiva, debe ser posible analizarlo partiendo de
entidades ontolégicas mas elementales. Con mds precision; las relaciones espacio-
temporales deben ser definidas a partir de relaciones mas fundamentales. Teorias
de este tipo han sido desarrolladas por varios autores. Teorias empiristas han sido
desarrolladas por Russell [62], Carnap [35] y Basri [5]; y teorfas realistas por Bunge
y sus colaboradores [16, 22]. Estas teorfas estdn discutidas criticamente en la dltima
referencia.

En las secciones siguientes presentaremos una teoria objetiva y realista del es-
paciotiempo, basada sobre la referencia [119].



10.1 Tiempo

El andlisis de la nocién de tiempo, se basa sobre la de cambio ya analizada en
el capitulo 9. Vamos a caracterizar el tiempo como una variable ordenadora: un
parametro que introduce un orden sobre los estados de una cosa z. Recordemos que
existe un orden sobre los eventos de una cosa, introducida a través de la definicién
9.7. La precedencia de eventos legales, en principio, no es tnica y puede estar
caracterizada por diferentes procesos. El axioma siguiente garantiza la existencia
de una tnica relacion de orden parcial sobre una cosa basica:

Axioma 10.1 (Existencia del orden temporal).
Para cada © € B existe una unica relacion de orden

def
51 < 89 = (Im)p[s1 = s4(m) A sy = s5(m)]
La relacién que acabamos de definir introduce un tinico orden temporal sobre el

conjunto de estados legales EstadoL(z). Asignemos un nombre a esta importante
relacién y otras conexas:

Axioma 10.2 (Denotacién del orden temporal).
El congunto de estados legales de x, Sp(z), estd ordenado temporalmente por <.

Definicién 10.1 (Precedencia temporal).

def
s1 < 89 = 81 precede temporalmente a so.

Definicién 10.2 (Simultaneidad local).

. , def
81 es stmultdneo con so = 81 < 83 N\ 89 < 81

La relacién de orden temporal < es de orden parcial: hay estados que no estin
ordenados por <. (Por ¢j., dadas las condiciones iniciales zg, v, hay estados z,v
que no son alcanzados por una particula).

Definicién 10.3 (Historia temporal).
Un subconjunto de S (z) totalmente ordenado por < (una cadena de (Si(z),<) )
se llama una historia temporal de z: hy(z).

Los axiomas anteriores no garantizan la unicidad de una historia temporal: como
en “El jardin de senderos que se bifurcan” [12, I, 472], permiten (hacen posible) la
existencia de varias historias temporales para una cosa. El siguiente axioma elimina
esa posibilidad:

Axioma 10.3 (Unicidad de la historia temporal).
Para cada cosa a existe una dnica historia temporal hy(z).

Una historia tepmoral es también una historia ontolégica (Definicién 9.12). Esta
dltima esta definida en funcién de un parametro t perteneciente al conjunto de
referencia M. FEste pardmetro no tiene por qué ser continuo, pero el siguiente
axioma (una versién muy fuerte del pricipio de Heraclito) garantiza que toda cosa
basica cambia con continuidad:

Axioma 10.4 (Continuidad).

St los estados de una historia temporal se clasifican en dos grupos hp y hp, tales
que todo estado de hp precede temporalmente a cualquier estado de hg, entonces
existe un unico estado sqg tal que s1 < sg < so. En simbolos:

V(s1 € hp C h)V(sz € hp C h)(s1 < s2) = F(s0)(s1 < sp < s2)

Y ahora, demos una definicién rigurosa del pasado y futuro de un estado dado:



Definicién 10.4 (Pasado y futuro).
hp (hr) se llaman el pasado (futuro) de sg.

El pasado y el futuro son, pues, relativos a un estado de referencia sg.

Teorema 10.1 (Representacién real).
Dado un evento unidad w, = (8o, s1), existe una biyeccidon

T:he R

que parametriza la historia hy = {s(7)|7 € R} y tal que

Definicién 10.5 (Tiempo local).
La variable 7 se llama tiempo local.

Finalmente, introducimos una tltima definicién:

Definicién 10.6 (Duracién).

7 es la duracion del proceso .

10.2 Espacios Uniformes

Resumiremos aqui las nociones sobre topologia que necesitaremos para el desarrollo
de la teoria del espacio [15, 82, 136].
10.2.1 Espacios topolégicos

Un espacio topolégico T es un conjunto provisto de una estructura topoldgica o
topologia T que satisface:

Axiomas de topologia: 1. Toda unién de conjuntos de 7 pertenece a T.

2. La interseccién de dos conjuntos de 7 pertenece a 7.

3. EcT.

Los conjuntos de 7 se llaman abiertos.
Un entorno del punto & es una parte de E(z) C T tal que:

VIV CE(z) ANz eV)
Una base de la topologia es una familia de conjuntos B C T tal que:
Ve e TANE(z) CT)3(V € Br)(z e VAV C E(x)

Cada A € T es una unién de miembros de Br.
Un espacio topoldgico satisface el sequndo azioma de numerabilidad si su topo-
logia T tiene una base numerable.

Definicién 10.7 (Espacio separado).
Un espacio topolégico T es separado (o de Haussdorf) si la topologia T satisface el
axiomas:

V(z,ye€T)z#y=3UV.VET) e cUAye VAUNV = )] (10.1)



10.2.2 Filtros

Un filtro sobre un conjunto E es un conjunto F de partes de E con las siguientes
propiedades:

1. Todo conjunto que contiene un conjunto de F pertenece a F:

Volv D (uw € F) = (v € F)

2. La interseccién de dos conjuntos de F pertenece a F.

3. Ec F

4. 0 ¢ F

Una base de filtro Br se define en forma aniloga a una base de topologia:
1. La interseccién de dos conjuntos de Br contiene otro conjunto de Bp.
2. BF£0AND & Bp

Una base de filtro de Cauchy es una base de filtro C que satisface:

Y(VC E)A(M € C)[(z,y) € M = (z,y) € V] (10.2)

10.2.3 Espacios uniformes

Un espacio uniforme es un espacio topolégico T' donde se ha definido una estructura
uniforme o uniformidad U, que satisface:

Axiomas de uniformidad: U es una relacién sobre T: U € T x T tal que:

1. UeU=UDA,donde A ={z|z=(z,2)} es la diagonal de T.
UeU=U"'elU

3. UelU=IAVelU)(VoV )

4. U es un filtro sobre T x T'.

V]

El axioma (3) es una versién abstracta (y sin la nocién de métrica) de la desi-
gualdad triangular en espacios métricos (cf axioma (2) de espacios métricos.

La uniformidad formaliza la nocién de “par de puntos préximos”. Si (z,y) € V
se dice que “z e y son proximos de orden V7.

Una uniformidad define una topologia: la topologia uniforme. Para mostrarlo,
introducimos:

Viz]={V |VeUNz eV}

que es el filtro de entornos de z y define la topologia uniforme Ty sobre T
Un espacio uniforme es separable si la topologia Ty es separable. La condicién
necesaria y suficiente de separabilidad es:

A=NU (10.3)

Un espacio uniforme es completo si todo filtro de Cauchy tiene un punto limite.

Todo espacio uniforme es completable: es decir, es posible agregar “elementos
ideales” de manera de obtener un espacio completo. El nombre elementos ideales
es de Kelley [82]. Un nombre mds sobrio seria elementos de la completacidn.



Figura 10.1: Estructura uniforme




10.2.4 Espacios métricos:
Una métrica sobre un conjunto X es una funcién d : X x X — R que satisface:
L d(z,y) = d(y, )
2. d(z,y) +d(y,z) > d(z,2)
3. t =y=d(z,y) =0
4. d(z,y)=0=>2z =y

Si solo se satisfacen los tres primeros axiomas, d : X X X — R se llama una
seudométrica.

Un conjunto X es un espacio (seudo)métrico si admite una (seudo)métrica para
cada par de puntos.

Una sudométrica d sobre un conjunto X genera una uniformidad ¢, lamada la
uniformidad generada por d. En efecto, sear > 0 € R y sea

Vd,r - {<$7y>‘d($7y) < 7’}

El conjunto ¥V = Vj .|r > 0 es una base de la uniformidad #.
Un espacio uniforme satisface una sencilla condicion para aceptar una métrica,
es decir, para ser metrizable:

Teorema de metrizaciéon: Un espacio uniforme es metrizable si y sélo si es sepa-
rable y su filtro de entornos tiene una base numerable.

La condicién para admitir una seudométrica es aiin més débil [82, Prop. 6.13]:

Teorema de seudometrizacién: Un espacio uniforme es seudometrizable si y
sélo si su filtro de entornos tiene una base numerable.

Todo espacio uniforme metrizado (en realidad, todo espacio métrico) es com-
pletable en forma wsométrica, es decir:

Teorema de completacién isométrica: Todo espacio (seudo)métrico es isométri-
co a un subespacio denso de un espacio (seudo)métrico completo.

10.3 Espacio

10.3.1 Estructura uniforme sobre ©

Mostraremos ahora que la relacion de interaccion induce una estructura uniforme
sobre el conjunto de todas las cosas ©. Ante todo, observemos que la relacion
de interaccidn 1 es simétrica pero no es reflexiva (una cosa no interactia consigo
misma a A a) ni transitiva (a >t bV b i ¢ & a < ¢). Sin embargo, dada una relacién
cualquiera R sobre un conjunto C' existe la clausura reflexiva-transitiva R* de la
relacién, que satisface los axiomas siguientes [127]:

Axiomas de clausura RT: 1. V(a € C)(a R* a)
2. Y(a,be C)(aR*bVbRc= aR*¢)

* es el conjunto de pares de

La clausura RT de la relacion de interaccion, <
cosas que interactian ya sea directamente o por intermedio de una cadena (finita
o infinita) de cosas. La misma definicién se aplica al conjunto de cosas bdsicas B.

Definimos el conjunto de cosas basicas interactuantes By como:
Br={xe€B|3(ye B)(zx="y)} (10.4)

que, obviamente es una parte de B. Probaremos ahora que <* define una estructura
uniforme sobre B.



Figura 10.2: Esquema de una accién refleja

Teorema 10.2.
La relacion <* define una estructura uniforme sobre B.

Demostracion. Las relaciones de equivalencia definen estructuras uniformes sobre
el conjunto de definicién [136]. O

10.3.2 Caracterizacion intuitiva del espacio: Accién y refle-
xion

Para introducir la nocién de espacio en nuestra teoria, introduciremos la de accidn

refleja de dos cosas. Intuitivamente, una cosa A actia sobre otra B si la presencia

de A perturba la historia de B. Por lo general, la accién de A sobre B tardard un

tiempo en propagarse desde la posicién de A hasta la posicién de B.

Ahora bien, la accién de una cosa sobre otra tarda un tiempo finito en pro-
pagarse. Este hecho puede usarse para construir una teoria relacional del espacio.
Nuestro objetivo es definir en primer lugar el espacio a la Leibnitz, como el conjunto
de cosas equitemporales (que existen simultdneamente), y para ello debemos definir
previamente la relacion de simultaneidad entre dos estados de dos cosas.

Sean A y B un par de cosas, munidas de sus historias h(t4) y h(tp) respecti-
vamente. Supongamos que la cosa A comienza a actuar sobre la cosa B a partir
del instante Y. La historia de B se modificard a partir de un instante t%. Con
el retardo simple no es posible decir mds, porque los tiempos propios (locales) de
dos cosas no estan relacionados entre si aiin, pero podemos definir la simultaneidad
entre dos cosas separadas si consideramos la accion refleja de un par de cosas. Para
ello, consideremos ahora la accién de la cosa B sobre la cosa A, iniciada a partir de
t%. Esta accién modificard la historia de A a partir del instante t%.

Finalmente, llegamos a la relacién que nos sirve: “la acciéon de A, se refleja en
B y vuelve a A”. Esta relacidn de reflexidn es la relacion central de nuestra teoria.

Histéricamente, Galileo [55] introdujo la reflexién de un pulso luminoso en un
espejo como experimento modelo para medir la velocidad de la luz. Esta relacién
permite definir “simultaneidad a distancia” y distancias [92].

Pasamos a formalizarla.



10.3.3 Formalizacion

Definamos ahora la historia de = posterior a t2 como la restriccién de la historia de
z a tiempos posteriores a t9:

h(z,t0) = h(z)|¢, >0 (10.5)

y definiciones andlogas para h(y,t0) y para la historia de y posterior a tg, en pre-
sencia de z después de 2, denotada aqui como h((y,tg), (z,1%().
La accién de z sobre y posterior a t. se define como:

Ay, ') = h(ylz) N Ch((y, £3). (z.19() (10.6)

y de la misma manera definimos la acciéon de y sobre x, posterior a tzlj‘
Definamos ahora tg con la ecuacién:

tg = inf{t,|A(y, =)} (10.7)

es decir, el valor mimimo del tiempo local de y para el cual se siente la accién de z

posterior a t1. Esta cantidad existe siempre, por ser el cambio de una cosa continuo.
. . 9

De la misma manera, definimos a ¢3:

t2 = inf{t,|A(z,y")} (10.8)

Ahora, finalmente, podemos definir una relacién entre los tres instantes involu-
crados en la accién refleja. Llamaremos R(t;,tg, t2) a la relacién establecida por el
conjunto de tripletas ordenadas, definidas a través de las ecuaciones anteriores.

Ahora introduzcamos un hecho experimental: existe una velocidad limite para
propagacién de la accién. Como no tenemos todavia el espacio y sdlo el tiempo
local, necesitamos otro camino: si existe una velocidad méxima, el tiempo de ida y

vuelta debe tener una cota inferior.

Axioma 10.5 (Retardo de la accién refleja).
Dadas dos cosas bdsicas a,b € B separadas a b, existe una cota inferior positiva
para el intervalo t4, —ta,, definido por la relacion R(ta, tB.ta,).

Desde ahora en adelante, trabajaremos con tripletas (¢4,.tp,t4,) que cumplan
la condicién de minimo.

Definicién 10.8 (Simultaneidad).
tp es simultdneo con % (ta, +ta,)

Obviamente, se puede establecer una segunda relacién R “emitiendo senales” en
B y “reflejandolas” en A. Esta relacion es la inversa de R y ambas establecen una
biyeccién entre t4 y tp.

Definicién 10.9 (Sincronizacién).
t4 y tp estdn sincronizados por la relacion de simultaneidad.

La relacién de de simultaniedad es reflexiva y simétrica pero en general no es
transitiva. En efecto, sean A, B y C tres cosas basicas. Sean t4 p la funcién de
sincronizacién entre A y B, etc. En general, ty . # t4.c0 t;:}) (Ver [92]). En general,
el diagrama no conmuta.

Sabemos, sin embargo, que en general puede definirse el sistema de referen-
cta sincrono en una clase muy grande de teorias de la gravitacion. Postularemos,
entonces:

Axioma 10.6 (Transitividad de la simultaneidad).
Dado un conjunto de cosas A;, existe una asignacion de tiempos locales t; tal que
la relacion de simultaneidad es transitiva.
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La relacion de simultaniedad es ahora de equivalencia. La clase de equivalencia
es el espacio. (M4s precisamente, una seccién espacial del espaciotiempo).

Definicién 10.10 (Espacio éntico).
La clase de equivalencia de estados simultaneos (de cosas basicas) es el espacio
instantaneo éntico Fjg.

Ahora bien, la estructura uniforme que hemos definido sobre el conjunto de
todas las cosas unduce una estructura uniforme sobre el subconjunto que forma el
espacio instantdneo [136].

Teorema 10.3.
Existe una estructura uniforme sobre el espacio dntico instantineo Ey, inducida por
la relacion de interaccion.

10.3.4 Relojes

La relacion de sincromnizacion entre dos cosas basicas permite introducir la nocion
de un reloj:

Definicién 10.11 (Reloj).
Una cosa basica z; se llama un reloj si existe una funcién inyectiva ¢ : Sy (z;) —
Si(z) tal que

(VE, ) ([t <t = (t) < p(t)]

Teorema 10.4 (Tiempo de reloj).
Dado un evento unidad

ut = (80,51) € Sp(ws) X Sp(z4)
, existe una biyeccion
T:heR
que parametriza la historia hy = {s(t)|t € R} y tal que
s(0) = sg
s(1) = s

Finalmente, podemos definir el tiempo uniwersal T ~ R como el tiempo propio
de una cosa de referencia, que sea un reloj:

Definicién 10.12 (Tiempo universal).
El tiempo universal T ~ R es el tiempo propio de una cosa de referencia, que sea
un reloj.

Teorema 10.5.

(Va)o (3¢)[7a = (tu)]

10.4 Geometria

Ahora desarrollaremos la teoria métrica del espacio siguiendo los lineamientos de la
referencia [9].

Nuestra primera tarea es introducir la “velocidad de la luz”. Puesto que aun no
tenemos espacio, tampoco tenemos electromagnetismo y debemos introducirla de
manera diferente. Lo haremos a tavés de un axiomas:
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Axioma 10.7.
¢ es una constante sin interpretacion, con dimensiones de velocidad.

jAqui no hay circularidad! La nocién de dimensién es matematica y estd exac-
tificada por Bunge [19]. En el axioma anterior, “dimensién de velocidad” significa,
simplemente, “dimensién de distancia sobre dimensiéon de tiempo”. En realidad,
ilas dimensiones que atribuyamos a ¢ determinaran las de distancia!

10.4.1 Espacio pregeométrico

Nuestra tarea siguiente es transformar a nuestro espacio uniforme en un espacio seu-
dométrico cuya distancia tenga un significado ontoldgico. Para hacerlo, en primer
lugar definimos la distancia entre dos cosas bdsicas como:

Definicién 10.13.

d(a,b) =

C|ta2 - tal |

N | =

en donde ¢ es una constante sin interpretacién y seguimos utilizando la notacién
de la seccién anterior. !

iPero atin no sabemos si d(a,b) es una seudométrica! (Sélo que es positiva). Por
ello necesitamos postular:

Axioma 10.8.
La funcidn d(a,b) es una seudométrica sobre el espacio dntico.

Teorema 10.6.
El espacio ontico Og es seudométrico.

El teorema de seudometrizacién garantiza la existencia de una seudométrica si
la base del filtro de entornos es numerable. El teorema anterior implica que esto es
lo que ocurre en el espacio 6ntico.

Pero ahora, vamos a aprovechar que el espacio instantaneo es un espacio unifor-
me y por lo tanto completable:

Teorema 10.7.
Eziste una completacion seudométrica del espacio instantineo.

Llamaremos a los elementos de la completacién las “cosas ideales”2y al espacio
completado espacio pregeométrico Ep. Por otra parte, al espacio de las cosas, denso
en Ep, lo llamaremos el espacio dntico Ey.

La razon por la que el espacio ontico sdlo es seudométrico y no métrico, es que
las cosas bdsicas no tienen, en general, “estados puntiformes”: su didmetro euclideo
es finito. El axioma 10.5 sélo garantiza que cosas separadas tienen distancia d
positiva. Para recobrar el espacio euclideo, necesitamos profundizar nuestro estudio
del espacio.

10.4.2 Espacio geométrico
Comenzaremos introduciendo la nocién de puntos dnticos.

Definicién 10.14 (Punto dntico).
Sea ¢ C © una familia de cosas. Diremos que ¢ es una familia completa de cosas
unidas si se cumple:

1En posesién del electromagnetismo, puede probarse que c es la velocidad de la luz.
2Esto constituye un grosero abuso de lenguaje. Lo usaremos porque “Cosa ideal” es breve, y
hace fécil la lectura.



Figura 10.3: Esquema de un punto éntico: la familia de cosas ¢ se “cierra” alrededor
del punto negro

L (Ve)e(Vy)e(z W y)
2. (Va)ge(Fy)e(= 1y)
La familia ¢ se llama un punto dntico (Fig. 10.3).

Vamos a mostrar que el conjunto de los puntos énticos forma un espacio métrico.
Primero, una definiciéon:

Definicién 10.15 (Distancia entre puntos 6nticos).
Sean ¢,n un par de puntos onticos. Se llama distancia entre puntos dnticos a la
cantidad:

da(&,n) = supdy(zi,y;)
(i,3)
en donde I.J son los respectivos conjuntos de indices.

La figura 10.4 trata de describir intuitivamente como las distancias seudométri-
cas entre las cosas de las dos familias converge a la distancia entre los respectivos
puntos 6nticos.

Ahora, probaremos que dg es una métrica:

Teorema 10.8.
El conjunto de los puntos dnticos es un espacio métrico con distancia dg

Demostracion. Los tres primeros axiomas de métrica se satisfacen por ser dp una
seudométrica. Para probar que la cuarta condicion se satisface, observemos que si
€ # n existen z; 1 y; y, por el axioma 10.5 la distancia éntica entre ellos es positiva
y por lo tanto:

E#n=dg(&n) >0
dg(§&m)=0=¢=n
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Figura 10.4: Construcciéon de la distancia entre puntos énticos

El teorema de completacion isométrica garantiza que el espacio de puntos 6nticos
tiene una completacion.

Definicién 10.16 (Espacio geomsétrico).
La completacién del espacio de puntos onticos es el espacio geométrico.

10.4.3 Geometria euclidea

Finalmente, necesitamos un grupo de axiomas que garanticen que la estructura del
espacio geométrico sea euclidea.

Axioma 10.9.
El espacio satisface (localmente) los aziomas 2, 3, 5°, 6’y 7 de Blumenthal.

Una descripcion aproximada de los axiomas de Blumenthal es la sigiente:
2 y 3: Dadas dos cosas a y b existe una tercera ¢ alineada con las otras dos.
5’: Existen tres cosas no alineadas.
6’: Existen cuatro cosas no coplanares.
7: No existe una cuarta dimension.

La formulacién exacta de los axiomas s6lo emplea la nocién de distancia.
Finalmente, el axioma de completitud (axioma 4 de Blumenthal) merece parrafo
aparte:

Teorema 10.9.
El espacio geométrico es completo.

Este teorema matematico, (Toda sucesion de Cauchy tiene limite), que es una
consecuencia trivial de la definicién, tiene una consecuencia ontolégica profunda:
implica que existe un plenum de cosas (Hipdtesis de Leibnitz).

Teorema 10.10.
El espacio geométrico Eg es (localmente) euclideo.

Teorema 10.11.
El espacio dntico es un plenum.

Obsérvese que no hemos postulado la existencia de un plenum: es una conse-
cuencia de que el espacio éntico es denso en Eg. Por otra parte no afirmamos que
el espacio éntico es euclideo: s6lo que es denso en un espacio euclideo. Una sucesion
de Cauchy de cosas no tiene, en general, una cosa como limite.

Finalmente, falta un conjunto de axiomas semanticos que fijen la interpretacion

de Eg (y de Ey).
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Axioma 10.10.
Eg denota espacio fisico

10.5 Procesos en el espacio-tiempo

Con el nombre de protofisica (o mdas generalmente, de protociencia se conoce la
parte de la filosofia exacta que se ocupa de las estructuras generales que aparecen
en los enunciados de ley, especialmente cuando se refieren al espacio-tiempo. Exa-
minaremos, en esta seccién, algunos de los enunciados generales que se utilizan una
y otra vez en la formulacion de leyes naturales.

10.5.1 Leyes espaciotemporales

Con las nociones de espacio y tiempo que hemos desarrollado es posible analizar
con mucha mas profundidad la nocién de ley natural. Practicamente todas ellas
pueden formularse usando un sistema de coordenadas cartesianas como dominio de
referencia M. Comenzaremos por definir este ultimo con mayor precisién:

Axioma 10.11 (Estructura del dominio de referencia).

El domanio de referencia M = S(xyf) puede modelarse como el producto cartesiano
del espacio euclideo, del tiempo® y de otras propiedades (por ejemplo, las que definen
sistemas de unidades):

M=S(z5) = E*xT x «

De este modo, todo enunciado de ley puede, en principio, contener una referencia
al epaciotiempo, a través del espacio de estados de z¢. Esto no es obligatorio: hay
muchos enunciados de ley que no contienen tales referentes:

Ejemplo 10.1 (Ley de Balmer).
La ley de Balmer de frecuencias espectrales:

1 1
Wmn = RH (m2 - E)

no contiene referencias espaciotemporales.

Sin embargo, la gran mayoria de las leyes naturales tiene referentes espaciotem-
porales. Entre ellas, juegan un papel fundamental las que describen procesos. Del
analisis de la nocién de tiempo, y de las definiciones de proceso (9.6) y de tiempo
universal (10.12) deducimos:

Teorema 10.12 (Caracterizacién de procesos).
Una funcion de estado Fdescribe un proceso si y sdlo si es funcion no constante del
tiempo t.

Una vez elegido el modelo de cosa y el sistema de referencia, el axioma 10.3
garantiza que la historia temporal es una tnica curva en el espacio de estados, que
puede parametrizarse con la variable .

10.5.2 Descripcion de procesos

La descripcién de un proceso, atin fijados el modelo de cosa y el sistema de referencia,
no es dnica: existen muchas maneras equivalentes de formular el mismo problema.
Dependiendo del modelo hay descripciones mds o menos cdmodas para trabajar con
él. Examinemos algunos ejemplos tipicos:

3Esta formulacién del axioma es suficiente para los propésitos de este texto. No hay inconve-
niente en extender la formulacién a un espacio curvo riemanniano.
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Ecuaciones diferenciales ordinarias

Cuando el espacio de estados tiene una estructura discreta, es posible muchas veces
escribir un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que, junto con un conjunto
de condiciones iniciales, describen completamente los procesos que tiene lugar en el
sistema.

Ejemplo 10.2 (Mecdnica newtoniana de particulas).

El espacio de estados es el conjunto de las coordenadas y velocidades, respecto de
un sistema de referenica prefijado zf. En la formulacién newtoniana, coordenadas
y velocidades no son independientes sino que estan conectadas con la definicion:

vVv=r

El proceso (movimiento del sistema) estd descripto por la ley de movimiento de
Newton:

r=F
junto con las condiciones iniciales (circunstancias):

I‘(t()) =TIy

v(to) = vo

Ejemplo 10.3 (Formulacién Hamiltoniana).

En la formulacion hamiltoniana de la mecdnica, el espacio de estados en una va-
riedad diferenciable, de dimension 2f, llamada el espacio de las fases §. El vector
de estado I esta formado por f pares de variables conjugadas (g;,p;). Existe una
funcion de estado:

H:3—-%R

llamada el hamiltoniano del sistema, que contiene una descripcién estructural del
mismo. Un proceso en un sistema hamiltoniano estd caracterizado por las ecuacio-
nes de Hamalton:

. _OH
qi = 87175
. OH
pi = 7(97(11'
junto con las condiciones iniciales:
4i(0) = qio
pi(0) = pio

Ejemplo 10.4 (Representacién matricial de la ecuacién de Schroédinger).
Si el vector de estado de un sistema cudntico se representa en la formas:

() = eilt) i)

[

- S .
un proceso se representa como la solucion de la ecuacién diferencial
ihéi(t) = ) Hij(t)e;(t)
J
con condiciones iniciales adecuadas.
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Ecuaciones diferenciales parciales

Cuando las propiedades generales del sistema son funciones continuas de las coor-
denadas, un proceso puede describirse en forma conveniente con ecuaciones diferen-
ciales parciales.

Ejemplo 10.5 (Ecuaciones de Euler para un fluido ideal).

El espacio de estados de un fluido ideal puede describirse con la densidad, la presion
y la velocidad en cada punto. Con condiciones iniciales adecuadas, un proceso (flujo)
obedece las ecuaciones de Euler:

dp
V(pv) + ot =0

v Vp

con condiciones de contorno adecuadas.

Ejemplo 10.6 (Ecuaciones de Maxwell).
El estado del campo electromagnético puede descrbirse con los potenciales del campo
(A, ¢), en presencia de fuentes materiales, que se describen con el cuadrivector
corriente (j,p). En el calibrado de Lorentz:

op

A F
V+8t0

los potenciales satisfacen las ecuaciones de onda:

1 9°A
2 N R
1 9%¢ 47
vig_ L0 __
¢ c? ot? ¢’

con condiciones iniciales y de contorno adecuadas.

Ecuaciones integrales

La descripcién mds sofisticada de un proceso se obtiene utilizando ecuactones inte-
grales, que tiene la ventaja de incluir explicitamente las condiciones iniciales y de
contorno.

Ejemplo 10.7 (Ecuacién de ondas).
Un proceso ondulatorio en el espacio tridimensional puede describirse con la ecua-
cién integral:

$(r,t) = do(r,t) + / dt'de’ G(r, t; ¢’ , ") (', 1)

Ejemplo 10.8 (Ecuacién de Schrédinger-Feynman).
Un proceso en un sistema cudntico simple satisface la ecuacidon de Schréidinger-
Feynman:

Blr,t) = do(r.t) + / dt'dv' Ko (x5 £ ) (' t)
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10.5.3 Causalidad

La palabra “causalidad” tiene acepciones diferentes en filosofia y en ciencia, espe-
cialmente en fisica. En la primera, una “causa” es un evento en una cosa =’ que
provoca otro evento en otra cosa z. Con mas precision:

Definicién 10.17 (Causa eficiente).
Sea e € £¢(z) un evento de la cosa z y ¢’ € E£(z') un evento en la cosa z’. Decimos
que ¢’ es la causa de e si se satisfacen las condiciones:

Antecedencia: t >t/
Accién: ¢ € Ac(z',z)

Esta definicién es muy general y se aplica a un gran nimero de sistemas, pero
hay limitaciones muy claras a los sistemas en que es aplicable.

Ejemplo 10.9 (Circuito RC).
En un circuito RC la causa de la carga del condensador es la aplicacion de un
voltaje.

Ejemplo 10.10 (Inercia).
El movimiento rectilineo y uniforme con respecto de un sistema de referencia iner-
cial, no tiene causa.

Ejemplo 10.11 (Caida de los cuerpos).

La nocién intuitiva de causa en ambigua: suelto una piedra y cae. ;Es la causa de
la caida el campo gravitacional o el acto de soltar la piedra? De acuerdo con la
definicién anterior, la causa es el campo gravitacional.

La nocién de causa es muy especialmente 1til en los sistemas lineales [137]:

Definicién 10.18 (Sistema lineal).
Un sistema se llama lineal si:

1. Su espacio de estados Sy, es un espacio vectorial con elementos zi(t).

2. El estado en el tiempo ¢ es una funcién lineal del estado inicial:

£(t) = U(t,t0)¢(to)

en donde U se llama el nicleo de evolucion del sistema. El sistema se llama
temporalmente homogéneo si U(t,t') =U(t —t').

3. La accién total del medio ambiente puede representarse con una transforma-
cién lineal sobre una funcién de fuente f(t):

o]
&= [ Heo@a
— o0
en donde H se llama la funcidn de transferencia del sistema. En un sistema
temporalmente homogéneo se cumple H(¢,t') = H(t — t').

Limitémonos a sistemas temporalmente homogéneos, donde los resultados son
simples e importantes.

Teorema 10.13 (Evolucién y transferencia de un sistema lineal).
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1. El operador de evolucion de un sistema lineal temporalmente homogéneo sa-
tisface la ecuacion diferencial:

AU (t)
U0) =1I

en donde A = U(0) es un operador lineal (matricial) constante.

2. La funcion de transferencia de un sistema causal es igual a:
H(t) =U(t)O(t) (10.9)
en donde © designa la funcidn escaldn de Heaveside:

mw:{0t<0

1 t>0

Definicién 10.19 (Funciones causales).
Una funciéon que se anula sobre el semieje negativo:

se llama una funcién causal.

La propiedad fundamental de los sistemas lineales homogéneos estd enunciada
en los dos teoremas siguientes:

Teorema 10.14 (Analiticidad y causalidad).
La transformada de Fourier de una funcion causal

H@ﬁ:é;/ﬁhmdw

es anaitica en el semiplano superior Sw > 0.

Teorema 10.15 (Relaciones de dispersién).
Las partes real e imaginaria de la transformada de Fourier de una funcion causal

H(w) = F(w) +iG(w)

satifacen relaciones de dispersion:

T ) aoW —W
o0 !
G(w):—E/ F:(w)dw'
T oW —Ww

en donde P simboliza el valor principal de la integral.

Estos resultados tienen consecuencias importantes en varios campos de la ciencia,
dounde los sistemas lineales juegan un papel preponderante.

e En primer lugar, si la funcién de transferencia no es una “delta de Dirac”,
F(w) no es constante y, en general, G(w) # 0. Puesto que, por lo general,
G(w) representa pérdida de energia (o de otra propiedad), los sistemas lineales
tienen, por lo general, perdidas no triviales. Estos sistemas se llaman sistemas
disipativos.
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e La parte real F(w) se llama “parte reactiva” de la funcién de transferencia y
por lo general representa la capacidad del sistema linal de almacenar energia (o
alguna otra propiedad). El teorema 10.15 muestra que disipacion y reactividad
estdn conectadas legalmente.

Cuando los sistemas no son lineales, la nocién de causalidad se hace difusa: el
sistema reacciona en forma no trivial sobre el ambiente y la relacion entre ambos
no puede describirse con una funcién de transferencia. La descripcién de procesos
en esos sistemas se hace mejor abandonando la nocién de causalidad.

10.5.4 Determinismo

Puesto que la nocion de causalidad no caracteriza completamente la evolucion tem-
poral en los sistemas reales, introduciremos otra nocién que si lo hace.

Definicién 10.20 (Proceso determinista).

Diremos que un proceso 7 es determinista si cualquier estado 7, estd determinado
en forma tnica por el estado inicial my. Por abuso de lenguaje, sistema determinista
a uno que evoluciona en el tiempo a través de un proceso determinista.

Ejemplo 10.12 (Campo electrostitico).

Un campo electrostatico es determinista. Pese a la falta de cambio (se trata, obvia-
mente, de un proceso trivial), este resultado no es trivial: la unicidad de la solucién
depende de las condiciones de contorno [132].

Ejemplo 10.13 (Particula clasica).
El movimiento de una particula cldsica, cuyo espacio de estados se represente con
el plano X x P, se describe con un proceso que obedece la ecuacién diferencial:

Pz

Mo = f(z,t)

El teorema de existencia y unicidad de la solucién de ecuaciones diferenciales [103,
§ 104-105] garantiza que cada estado sucesivo (z(t),p(t)) estd determinado tnica-
mente por el estado inicial (z(0),p(0)).

Ejemplo 10.14 (Cuantén).
La evolucién temporal de un cuantén* esta descripta por la ecuacién de Schr2dinger
dependiente del tiempo:

B, L 0F(x.t)
—%V U(z,t) + Ve, t)¥(z,t) = LE,T

Nuevamente, el teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones dife-
renciales parciales permite afirmar la unicidad de los estados sucesivos ¥(z,t).

Que un proceso sea o no determinista depende de la teoria que se utilice para
describirlo, pues la eleccién del espacio de estados del sistema juega un papel esencial
en la unicidad de la descripcion.

Ejemplo 10.15 (Particula browniana).

Una particula browniana puede describirse con (al menos) dos espacios de estados
diferentes: el plano S¢ = X x P o el espacio de estados probabilistico Sp = Q, en
donde Q@ = {F|F : P(S¢) — [0,1]} que asigna una densidad de probabilidad P(z, p)
a cada punto de S¢.

4Este sustantivo, que carece de la connotacién cldsica que tiene el sustantivo “particula”, parece
preferible a la locucién usual “particula cuantica”.
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En el primer caso, la evolucion se describe con la ecuacion de Langevin:

d’z dz
maE A =0

en donde f. representa una fuerza aleatoria. La evolucién, en este caso, es indeter-
minista: las condiciones iniciales no determinan univocamente el estado final.

En el segundo caso, el la evolucién del sistema se describe con la ecuacion de
Fokker-Planck®:

0?P(z.t) _ DaP(a:, t)

Ox2 ot

y la evolucién es determinista.

El determinismo es pues, relativo a un contexto: depende de la estructura
semdntica del mismo. No es, ne cambio, subjetivo: no depende del ser consciente
que desarrolle, estudie o aplique la teoria.

10.5.5 Irreversibilidad

La irreversibilidad de un proceso es otra nocion ontoldgica importante, pues da una
defincién rigurosa de la nocion vaga de la flecha del tiempo. Y es ontoldgica, pues no
solo procesos fisicos, sino también quimicos, biologicos y mentales son irreversibles:
recordamos el pasado pero no el futuro [83, pag. 5]:

Puesto que ignoras lo que te reserva el manana,

procura ser feliz hoy.

Coge un cdintaro de vino, siéntate a la luz de la luna

y bebe pensando que manana quizds la luna te busque en vano.

Combinada con la nocién de determinismo, en la irreversibilidad esta el doloroso
descubrimiento de Herdclito [12, v. II, p. 149]:

Nuestro destino ... no es espantoso por irreal; es espantoso porque es
irreversible y de hierro ... El mundo, desgraciadamente, es real; yo,
desgraciadamente, soy Borges.

Sin embargo, el andlisis de la irreversibilidad no surge del andlisis del tiempo
que hemos llevado a cabo. Las nociones de espacio y tiempo introducidas permiten
la existencia de procesos reversibles y de hecho, muchos de los procesos microscépi-
cos lo son. Puesto que ninguna de las nociones anteriormente analizadas define
regurosamente la irreversibilidad, introduciremos una definicién ahora:

Definicién 10.21 (Procesos reversibles e irreversibles).

Sea m(z) = (F(¢)|t) un proceso legal sobre la cosa = y sea 7 = (F(¥)|t = —t) el
proceso “invertido temporalmente”. Diremos que 7 es reversible si y solo si 7 es
legal. En caso contrario, el proceso se llama irreversible.

Ejemplo 10.16 (“Flecha termodindmica del tiempo”).
Todo proceso en un sistema o donde crezca la entropia:

Wt > 1) [So(t) > S(t)]
es irreversible.

Ejemplo 10.17 (“Flecha bioldgica del tiempo”).
Todo proceso en un sistema biolégico o que involucre especiacién es irreversible.

5Nos limitamos al caso de Wiener, en donde ¢t > %
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Ejemplo 10.18 (“Flecha psicoldgica del tiempo”).
Todo proceso mental (que identificamos con procesos neuropsiquicos) es irreversible.

En la definicién 10.21 hemos aplicado la condicién de inversion temporal al
proceso, no a las leyes que lo describen. Esto se debe a que las leyes pueden ser
invariantes bajo inversién temporal, pero el proceso no serlo: las circunstancias (en
la forma de condiciones de contorno, por ejemplo) deben ser las adecuadas.

Ejemplo 10.19 (Radiacién).

Las ecuaciones de Maxwell, que describen el campo electromagnético, son invarian-
tes bajo inversion temporal. Sin embargo, en el estudio de la radiacién se impone la
condicion de antecedencia que da origen a los potenciales retardados. Esos ultimos
implican la condicién de onda saliente (o condicién de Sommerfeld) en el infinito.
Y esta ultima implica que el proceso es irreversible: la energia fluye continuamente
desde la antena hacia el exterior.

Ejemplo 10.20 (Reacciones quimicas).
En condiciones de “vaso cerrado”, reacciones quimicas tales como

2H,0 < 2Hy 4+ 09
son reversibles, pero si se deja escapar el gas ...

En particular, el ejemplo 10.20 muestra que no es necesario que crezca la entropia
en un sistema para que el proceso sea irreversible.

10.5.6 Evolucién

La evolucién biolégica es el ejemplo tipico de procesos evolutivos: la adaptacion de
un sistema a un ambiente. Estos proceso, en apariencia sencillos, son el resultado
de una compleja interaccién entre el sistema y su ambiente. La propiedad que guia
la evolucién es la seleccién de indivuduos del sistema.

Intuitivamente, el ambiente selecciona individuos de un sistema, elimindndolos
antes de que puedan reponerse. La seleccién conduce a la eliminacién de unas clase
natural y a la persistencia de otras (Cf. Seccién 8.3.2). Comenzaremos por dar
definiciones rigurosas de esta propiedad.

Definicién 10.22 (Seleccién).
Sea o un sistema, de composicién C = C(g), y ambiente A = A(c). Diremos que A
selecctona a los componentes de o si existe una funciéon

Is:CxAXxT —C
tal que
Is(C, At + At) C C(t)
Diremos también que el ambiente ejerce una presion selectiva sobre o.

La definicién de seleccién que acabamos de dar es lo suficientemente general
como para aplicarse a fendmenos muy generales, en condiciones muy diferentes.
En particular, la funcién Is puede ser una propensién (resultado de un proceso
aleatorio) y representarse con una variable aleatoria.

Ejemplo 10.21 (Nucleosintesis primordial).

Durante la nucleosintesis primordial, las fracciones de los elementos livianos *(H),2 (H),* (He),* (He) y 7(Li)
dependen de la seleccién por el medio (las secciones eficaces de destruccion dependen

de la temperatura).



Ejemplo 10.22 (Seleccién quimica: experimento de Miller-Urey).
En un sistema quimico con una composicion similar a la de la atmosfera terrestre
primitiva, sobreviven a las condiciones moléculas bioquimicas.

Ejemplo 10.23 (Seleccién biolégica).

Un ambiente ecolégico dado ejerce una presién selectiva fuerte sobre las especies
biolégicas. La presién es lo suficientemente fuerte como para que generalmente
sobreviva una 1nica especie por nicho ecolégico.

Un segundo ingrediente importante de un proceso evolutivo es la formacién de
nuevos individuos. En forma andloga definimos:

Definicién 10.23 (Produccién).
Sea ¢ un sistema, de composicién C = C(o), y ambiente A = A(c). Se llama
funcidn de produccion

Ip:CxAxT —C
tal que
Ip(C,A,t+ At) D C(t)
Finalmente, estamos en condiciones de definir la nocién de adaptacion:

Definicién 10.24 (Adaptacién).

Un sistema sigma esta adaptado a su ambiente A si no hay presién selectiva (es
decir, Is o Ip = I, la identidad). Es decir: las pérdidas se compensan con la
(re)produccion.

Puesto que los ambientes cambian (por lo general lentamente), la nocién de
adaptacién es relativa: una especie dada estd adaptada (mds o menos bien) durante
un cierto intervalo.

Finalmente, podemos definir un proceso evolutivo:

Definicién 10.25 (Proceso evolutivo).

Sea o un sistema, de composicién C = C(o), y ambiente A = A(c). Diremos que es
sistema obedece (o sufre) un proceso evolutivo m(o) si éste puede describirse como
una sucesién de cambios por seleccién y produccion.

Ejemplo 10.24 (Ecuacién logistica).

El modelo mas sencillo de crecimiento de una poblacién animal esta descripto por
la ecuacion logistica [130, 41]. Sea N(t) el niimero de individuos de una poblacién
homogénea o. Llamemos r a la tasa intrinseca de crecimiento de la poblacion y K
al niimero maximo de individuos que puede soportar el ambiente. Si suponemos
que la tasa de crecimiento efectiva de la poblacion esta limitada por el ambiente

ref = 7(1 — N/K), la dindmica de la poblacién estd descripta por la ecuacién
logisticas:

dN N

N1 =

a ( K )

Ejemplo 10.25 (Competencia entre especies).

Con la misma notacién que en el ejemplo anterior, sean r1, r9 las tasas de crecimiento
de ambas especies y K1, K> los respectivos limtes de poblacién. Supondremos que
cada especie compite con la otra limitando su crecimiento. Podemos introducir
“nimeros de ocupacion efectivos” en la forma:

Ni.f = N1+ aN;
N2,y = N2 + BNy
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y con un razonamiento analogo obtenemos las ecuaciones de crecimiento de la po-
blacion:

dN1 Nl N2
2N (122
ar K, “K;

AN, N, N
2 Ny (1- 22 gt

ar 2 K, 'K,

La evolucién es un proceso creativo: los individuos sobrevivientes ¢ T Ig(o)
pueden poseer propiedades que precedan a nuevas propiedades emergentes del sis-
tema. Este es el proceso de especiacién, que genera nuevos sistemas a partir de los
anteriores.

10.5.7 Teleologia

Los procesos evolucionarios generan nuevos sistemas (provistos de nuevas propieda-
des emergentes) a través de una sucesion de eliminaciones, supervivencia y muta-
ciones. Otro tipo importante de procesos son los procesos dirigidos a un objetivo,
llamados teleoldgicos. No daré (en esta versién del curso) una definicion formal de
teleologd (que requiere un andlisis ontoldgico de la nocién de propdsito). Me limi-
taré a examinar algunos ejemplos de interpretacion teleoldgica legitimos e ilegitimos.
Una critica de la teleolgia puede verse en [25, Cap. 5] y una historia y defensa de
la misma en [4].

Ejemplo 10.26 (Formulacién lagrangeana de la mecdnica).

La mecanica clasica de sistemas conservativos puede formularse en una forma que
recuerda a un proceso teleolégico. Sean zq(tp) la posicién inicial de un movimiento
y z1(t1) la posicién final. Sea L(z,z,t) = T — V el lagrangeano del sistema: la
diferencia entre la energia cinética y potencial, considerada como funcién de la
posicién z, la velocidad 2 y el tiempo. El principio de minima acciéon de Hamilton
afirma que la accién del sistema

z1(t1)
S(.Ttl,tl,lto.t()) :/ L(ili,.i.t)dt

zo(to)

debe ser minima para la trayectoria real del sistema que pasa por los puntos zg(tg)
y z1(t1). El minimo debe buscarse entre todas las trayectorias que pasan por dichos
puntos.

Aunque la formulacién aparenta ser teleoldgica, el principio de minimo conduce
a las ecuactones de Euler-Lagrange:

d 0L OL 0
dt 0& Oz
con condiciones iniciales. No se trata, pues de una formulacién teleolégica: no hay

ningin propdsito en la trayectoria. La mecanica clisica no contiene los predicados
para introducir la nocién de propoésito.

Ejemplo 10.27 (Predadores).
Los mamiferos predadores (especalmente los carnivoros) realizan maniobras para
cercar a su presa: el proceso de caza, en estos casos, es un proceso teleolégico.

Ejemplo 10.28 (Evolucién bioldgica).

La evolucién biolégica no es teleoldgica. El proceso de especiacién se produce al
azar, a través de la “supervivencia del mds apt”; es decir, de los organismos mejor
adaptados a un ambiente y capaces, por ello, de producir mayor descendencia.
El mecanismo es tan eficaz que la adaptacion de los organismos es practicamente
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perfecta y “producen la impresién” (en el cientifico o el filésofo) de “haber sido
creados para ocupar ese nicho ecoldgico”.

Voltaire se burlo cruelmente de la teleologia, especialmente en la forma propuesta
por Leibnitz:

Pangloss ensenaba la metaforicoteleologocosmolonigologia ...

—Esta demostrado —decia (Pangloss)— que las cosas no pueden ser de
otra forma, pues, estando todo hecho para un fin, todo se lleva a cabo
necesariamente para un mejor fin. Fijaos en que la nariz existe para
llevar gafas; por esta razén existen las gafas.

Pero mucho antes que Voltaire y Darwin, Lucrecio habia advertido el error de
suponer un fin para la evolucién orgénica:

En estas cuestiones anhelamos que escapes con prontitud de ... aquel
error de hallar un fin en la lumbre de los ojos, para poder mirar ...
Estas y otras interpretaciones trastocan el orden de causas y efectos;
nada ha surgido en el cuerpo en vista de un uso posible ... No se dio,
en efecto, el ver antes de nacer la lumbre de los ojos ...

Ejemplo 10.29 (El Principio Antrépico).
En la cosmologia moderna, Carter [4, Sec. 1.2] introdujo una proposicién teleoldgica,
conocida como el

Principio Antrépico Fuerte: El Universo debe tener aquellas propiedades que
permitan a la vida desarrollarse en él durante alguna etapa de su historia.

Una forma mas débil del mismo principio, debida a Dicke, es el

Principio Antrépico Débil : El Universo que observamos es grande y viejo por-
que contiene vida inteligente.

Esta ltima afirmacidn es razonable: la emergencia de vida inteligente (o aiin me-
tazoica) capaz de observar el Universo lleva un largo tiempo. En las teorias actua-
les, eso puede lograrse solamente si el Universo es “grande” (préximo al Universo
de Einstein-deSitter). Sin embargo, no aporta ninguna informacién sustancial: el
requerimiento de concordar con la observacién basta para seleccionar el modelo
correcto.

El Principio Antrépico Fuerte, por otra parte, es genuinamente teleolégico . ..
e incosnsistente con la cosmologia relativista, que no contiene predicados capaces
de expresar la nocién de “vida inteligente”. Es una proposicién especulativa, que
deberia analizarse en un contexto cerrado, provisto de predicados y axiomas adecua-
dos: la nocién de vida inteligente presupone las nociones de mente, sistema nervioso
central, fisiologia ... que no estan incluidas en ninguan de las formulaciones co-
rrientes de la cosmologia, incluidas aquellas que “incluyen” al Principio Antrépico
como una de sus proposiciones.
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